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图 灵 社 区 的 电子 书 没 有 采用 专 有 客户 
端 ， 您 可 以 在 任意 设备 上 ， 用 目 己 襄 
欢 的 浏览 器 和 PDF 阅读 器 进行 阅读 。 
但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 用 ， 
未 经 授权 ， 不 得 进行 传播 。 

我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 民 知 和 
帝 悟 ， 与 我 们 共同 保护 知识 产权 。 
如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 能 对 
该 用 户 买 施 包括 但 不 限于 关闭 该 帐号 
等 维权 措施 ， 并 可 能 奶 究 法 律 责任 。 
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内 容 提 要 
本 书 通 过 折纸 、 扑 殉 、 人 象棋 、 数 独 、 折 骨 子 等 20 类 家 喻 户 晓 的 游戏 前 述 
了 数学 家 的 思维 方式 ， 扬 示 了 游戏 中 的 人 代数、 几何 、 统 计 学 、 逻 辑 学 与 人 工 管 
能 的 种 种 乐趣 ， 展 现 了 游戏 思维 在 算法 、 大 数据 和 人 工 智能 发 展 过 程 中 的 独特 
作用 。 本 书 适合 所 有 热爱 数学 和 各 种 游戏 的 大 众 读者 。 








ME [X] 让 -保罗 德 拉 耶 
详 Ji 5h 


页 任 编辑 Xo E 
届 任 印 制 ” 周 异 亮 
e 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 发 行 ”北京 市 丰台 区 成 寿 寺 路 11 号 
邮编 ”100164 电子 邮件 ”315@ptpress.com.cn 
网 址 http://www.ptpress.com.cn 
北京 印刷 
€ 开本 : 880X1230 1/32 
印张 : 8.125 
字数 : 233 千 字 2020 年 4 月 第 1 版 
E: 1-3 500JJf 2020 年 4 月 北京 第 1 次 印刷 
著作 权 合 同 登记 号 ”图 字 : 01-2018-4182 号 
定价 : 69.00 元 
读者 服务 热线 : (010)51095183 转 600” 印 装 质量 热线 : (010)81055316 
反 盗 版 热线 : (010)81055315 
广告 经 营 许可 证 : 京东 工商 广 登 字 20170147 号 


hk TX Pa Bj 


Originally published in France as: 

Les mathématiciens se plient au jeu by Jean-Paul Delahaye 

© Editions Belin/Humensis, 2017 

Current Chinese translation rights arranged through Divas International, Paris 


巴黎 迪 法 国际 版 权 代理 





本 书 中 文 简体 字 版 由 Editions Belin/Humensis 授权 人 民 邮 电 出 版 社 独 
家 出 版 。 未 经 出 版 者 书面 许可 ， 不 得 以 任何 方式 复制 或 转载 本 书 内 容 。 
版 权 所 有 ， 侵 权 必 究 








献 给 我 的 母亲 


Dill 


BJ 


“ 那 是 个 认真 的 人 ， 他 总 是 花 时 间 玩 。 
— à] 4 3 - FEF 4 (1832—1898 ) 


AR ATVIBUE. HRES R, AMTIA. —oK. EL 
游戏 时 总 会 遇 到 要 用 数学 的 时 候 ; 二 来 ， 所 有 数学 家 都 会 跟 你 说 ， 对 他 
们 来 说 ， 数 学 就 是 个 游戏 ! 如 采 你 不 明日 这 是 什么 意思 ， 请 翻 开 这 本 书 
的 任意 一 革 ， 那 里 条 分 缕 析 了 游戏 和 数学 之 间 不 可 胜 数 的 某 种 联系 。 下 
面 举 几 个 例子 。 

O 洗 脾 是 我 们 每 个 人 都 多 多 少 少 能 迅速 完成 的 工作 ,但 有 必要 洗 

这 么 多 次 吗 ? 在 打牌 之 前 应 该 知道 这 一 点 ， 但 直到 最 近 ， 人 们 
才 摘 清楚 这 是 怎么 回 事 ， 而 找到 答案 主要 归功 于 一 位 数学 家 兼 
前 职业 魔术 师 一 一 佩 尔 西 ' 迪 亚 科 尼斯 。 

Q 折纸 是 游戏 ， 也 是 艺术 。 在 探 寺 纸张 精巧 的 折合 过 程 中 ， 数 学 
家 发 现 它 们 能 提供 比 圆规 下 下 更 强大 的 几何 作 图 能 力 ， 同 时 也 
是 一 种 不 寻常 的 计算 方法 。 

a 你 会 党 得 ， 将 几 个 在 统计 上 不 利 的 赌局 连 在 一 起 ， 只 会 得 到 又 
一 个 不 利 的 风 局 。 这 不 一 定 对 ! 由 龙 多 迟 论 曼 无 疑问 地 说 明了 
这 一 点 ， 但 深入 理解 个 中 原因 并 不 容易 。 

D 玩 游 戏 没 什么 用 ， 更 别 说 会 给 医学 和 生物 学 市 来 什么 好 处 了 。 此 
RAR! 有 些 游戏 不 仅 有 用 ， 而 且 能 让 人 类 与 计算 机 一 较 高 下 ， 
而 计算 机 的 实力 还 比 不 上 某 些 优秀 的 玩家 团队 。 

胜利 对 玩家 是 挑战 ， 而 理解 对 数学 家 是 挑战 。 很 多 时 候 ， 游 戏 提出 
了 楼 手 的 问题 , 通过 玩 来 理解 以 及 理解 怎么 玩 ,， 就 落 到 了 同一 个 人 号 上 ，， 
他 既是 玩家 ， 又 是 数学 家 。 这 市 来 了 大 量 的 工作 ， 采 些 情 况 下 震 要 计算 
机 的 帮助 。 游 戏 提供 了 许多 不 可 思议 的 数学 结果 ， 本 书 在 展示 这 些 结果 
时 ， 会 尽量 避免 过 于 反 术 性 的 部 分 ， 因 为 那 就 是 人 们 讨厌 数学 的 所 在 。 









































你 还 有 疑问 ? 接着 翻 开 后 面 的 书页 吧 。 我 曾 在 《为 了 科学 》 杂 志 
的 “逻辑 与 计算 ”专栏 上 发 表 过 这 些 文章 。 借 此 成 书 机 会 ， 我 将 之 更 新 
并 完善 ， 按 主题 加 以 归并 。 文 中 有 许多 框 内 文字 ， 对 相关 内 容 进 行 了 拓 
展 和 解释 。 每 一 章 都 在 尝试 证 明 我 们 一 开始 提 到 的 矛盾 是 多 么 芒 雇 : 我 
们 应 该 喜欢 数学 ， 而 游戏 就 是 最 好 的 方法 。 

















让 二 保罗 . 德 拉 屠 





(D (Jy TREE ) (Pour la Science) 是 《科学 美国 人 》 的 法 语 版 ， 但 相当 一 部 分 文 草 由 
法 国人 撰写 ， 与 英文 版 有 相当 大 的 差异 。 一 一 详 者 注 
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埃 弗 龙 的 古怪 山子 


有 些 般 子 市 来 的 胜 负 结局 会 很 奇怪 ， 与 直觉 完 全 不 同 ， 令 人 “ 误 入 
旷 途 ”。 即 便 是 同一 个 般 子 ， 如 果 不 是 掷 一 次 而 是 两 次 ， 那 么 胜 负 的 结 
RA REMIR T ! 
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假如 1 比 2 好 、2 比 3 好 …… 直 到 N-1 比 NN 好 ， 那 么 1 当然 要 比 
Nfl! 但 是 ， 这 不 一 定 。 在 某 些 情况 下 ,传递 性 不 存在 : 1 会 输 给 No 
宣传 了 埃 弗 龙 的 非 传 递 性 骨 子 ， 后 续 精彩 的 派生 游戏 让 最 初 的 导 论 扑 朔 
迷离 。 在 1970 年 《科学 美国 人 》 的 
4 |— — 一 > 

坦 福 大 学 的 统计 学 家 布 拉 德 利 . R : I 

3i JE NIU AZ BH BS PURRE T : B : P 
[2, 2, 2, 2, 6, 6]，D = [1, 1, 1, 5, 5, 5], dE Macte m TIEF, B 
个 面 朝 上 的 概率 都 是 1/6. FRA TRT A 和 般 子 B, 点 数 大 的 算 启 的话， 
HE3”, mA 24 PP “A RAJA m BRE 3”. FERT A 说 了 的 情况 有 
24 Bh, WRT B 说 的 情况 只 有 12 Pp. RT A 在 三 分 之 二 的 情况 下 都 能 


yq 加 德 纳 喜 欢 那些 令 人 困惑 又 颠覆 常识 的 小 游戏 。 正 是 他 广泛 
每 月 专栏 上 ， 加 德 纳 介绍 了 美国 斯 p 

我 们 将 这 些 骨 子 写成 A = [0, 0, 4, 4, 4, 4], B= [3, 3, 3, 3,3,3], C= 
一 共有 6x6 =36 种 概率 相同 的 可 能 性 ， 其 中 有 12 种 是 “A DES 0 而 也 
胜利 ， 目 然 更 好 。 
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比较 角子 B 和 仍 子 C 的 话 ， 会 发 现 B 也 
能 在 三 分 之 二 的 情况 下 战胜 C; F, C= aop 
分 之 二 的 情况 下 能 战胜 D。 惊 人 的 是 ，D 也 能 4 
在 三 分 之 二 的 情况 下 战胜 A。 . 

我 们 把 这 叫 作 “长 度 为 4 的 非 传 递 性 链 2/3 
条 "， 并 且 如 右 图 那样 表达 这 些 结果 Pi 

这 很 令 人 惊讶 ， 但 这 个 表面 上 的 矛盾 有 
一 个 简单 的 解释 : 我 们 错误 地 相信 了 “ 骨 子 X 
ERT Y 厉害 ”这 个 关系 是 有 传递 性 的 。 一 枚 仍 子 有 多 厉害 ， 不 能 用 单 
一 的 参数 来 衡量 ， 不 像 跑 步 运 动员 那样 可 以 用 速度 来 比较 ， 也 不 像 汽 车 
那样 可 以 用 售 价 来 比较 。 一 枚 骨 子 有 多 历 害 ， 取 决 于 每 一 次 对 决 ， 依 颊 
于 为 一 枚 角子 创造 的 环境 。 

盆子 掷 出 的 平均 结 末 ， 也 就 是 所 有 面 的 数字 总 和 除 以 6， 本 来 可 成 
为 衡量 骨 子 的 唯一 参数 ,然而 它 不 是 。 实 际 上 ,对 于 之 前 的 散 子 A、B、 
C、D ,平均 值 分 别 是 2.66、3、3.33 M3, KERT A 的 平均 值 比 散 子 
B 要 小 ， 却 能 在 三 分 之 二 的 情况 下 打败 散 子 B! 同样 ， 化 子 B 的 平均 
HERT C 要 小 ,但 在 两 者 的 对 决 中 占 了 上 风 (在 这 里 ， 大 于 号 表示 前 
者 能 最 后 者 ): 

A>o2B>ossL>2D> nyA 






























































2.00 3 3:23 3 2.66 


在 这 里 ， 不 论 是 仍 子 的 平均 值 还 是 别 的 整体 参数 ， 都 无 法 完整 地 衡 
ERTA Zo 








m 奇迹 般 的 逆转 


aa. 罗 伊 特 提 出 了 一 个 新 的 悖 论 : 胜 者 的 逆转 。 例 如 ， 当 我 们 考虑 山 子 
Ri = [6, 3, 3, 3, 3, 3] 和 R, = [5, 5, 5, 2, 2, 2] 时 ， 就 会 有 以 下 看 似 不 可 能 的 性 质 : 
MRE T RRR, IA R 能 以 7/12 的 概率 战胜 Ro, HE Rj 看 上 去 
更 强 ; 但 如 果 掷 两 次 ， 然 后 将 R M R 各 目的 点 数 加 起 来 ,那么 这 回 胜 利 的 就 
是 R,， 胜 利 概 率 是 765/1296, KREME 0.5903, dh ERRET, EAE 


第 1 章 RELATERT 党 3 


成 占 下 风 了 ! 实际 上 ， 罗 伊 特 发 现 的 悖 论 更 加 厉害 。 如 果 我 们 再 考虑 骨 子 R = 
[1, 4, 4, 4, 4, 4], 就 会 出 现 非 传递 性 链条 R! > R > R > R; lf AR DP TX B T, 
链条 就 完全 反 过 来 了 ， 变 成 R < R < Rs < Ro 


B 用 导论 取胜 


埃 弗 龙 的 仍 子 也 许 能 带 你 在 朋友 面前 炫 粮 一 把 。 你 可 以 提出 这 样 
的 游戏 :“ 这 里 有 四 枚 般 子 A、B 、C、D， 每 人 各 选 一 枚 ， 我 让 你 先 选 ， 
然后 我 们 一 起 括 5 KRT, AWM 

MRR AY Y Wed A. MARMER D. IUBET A 要 强 ; 
AR PSH)ImCT B. ABAKRGUOIDESRB)SCT A， 如 此 等 每 。 非 传递 
性 链条 可 以 保证 你 一 定 能 选 到 比 这 位 “ 移 大 尖 ” 更 强 的 骨 子 。 


每 一 次 撕 散 子 你 都 有 三 分 之 二 的 机 会 启 ， 如 末 五 轮 三 胜 的 话 ， 你 万 
的 机 会 就 是 79.01%。 如 采 你 党 得 这 样 风 险 还 是 太 大 , 那么 可 以 提出 一 共 
玩 25 轮 ， 而 不 是 5 轮 ， 这 样 你 就 能 在 95.84% 的 情况 下 获胜 。 具 体 的 计 
算 就 是 ， 在 你 以 2/3 的 机 会 辜 下 每 一 局 的 前 提 下 ， 将 在 25 轮 中 顾 得 25 
轮 、24 轮 、23 轮 …… 一 直到 顾 得 13 轮 的 概率 全 部 加 起 来 。 二 项 分 布告 
WRI, ERAPR P. H n TIT p RERE nn — p)tp!) 
Q/3y (13)“。 我 们 从 中 就 能 得 到 之 前 所 说 的 79.01% 和 95.84%. 

只 有 在 你 朋友 没 起 疑心 的 情况 下 ， 你 才能 用 埃 弗 龙骨 子 大 获 全 胜 。 
有 一 天 ， 美 国 的 亿 万 富 例 沃 伦 . 巴菲特 就 向 美国 微软 公司 创始 人 比尔 ， 
蓄 次 提出 用 埃 弗 龙骨 子 来 打赌 。 当 然 ， 巴 非 特 请 畜 次 和 完 选择 角子 。 诸 次 
起 了 疑心 ， 仔 细 分 析 了 那些 货 子 ， 然 后 建议 巴菲特 移 选 。 没 人 知道 他 们 
打算 押 下 多 少 赌注 ! 

故事 讲 到 这 里 ， 有 点 钙 人 胃口 。 我 们 用 四 枚 骨 子 能 取胜 ， 那 么 三 榴 
行 不 行 ? 能 不 能 避免 在 不 同 的 面 上 写 相 同 的 数字 ?因为 这 样 既 不 雅 观 义 
让 人 起 疑 。 为 了 让 玩家 觉得 仍 子 更 深 完 、 更 放心 ， 有 没有 可 能 做 到 三 枚 
角子 各 日 面 上 数字 之 和 都 相同 ( 从 而 平均 值 也 相同 ) ? 
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m 非 传递 性 的 颠倒 世界 


非 传递 性 能 让 你 百 思 不 得 其 解 ! 在 
体育 运动 中 , A Am B A, BA CA, 
C Bs, A 队 的 事情 并 不 少见 。 这 不 满足 
传递 性 (如 果 a > b 并 且 b > c, 那么 
a > c) WE A 队 状 态 不 好 ， 对 阵 C 队 
的 时 候 打 得 很 烂 ， 那 么 这 种 事情 就 会 发 
生 。 这 种 现象 在 数学 中 也 经 常 出 现 ， 而 
日 不 能 用 “状态 不 好 ”来 解释 我 们 观察 ”0 
到 的 非 传递 性 。 尽 管 这 一 局 和 下 一 局 之 
间 的 一 切 不 变 ， 但 也 会 发 生 像 “石头 、 
BJJ, dg" (Ka) 这 样 的 情况 : 557 
4g (KHASIAT ), mwak (A 
为 布 能 包 住 石头 )， 而 石头 顾 剪 刀 ( 因为 
433. BERI ES 9 7J )。 

孔 多 塞 悖 论 也 很 经 典 。 假 设 有 60 位 
选民 投票 给 三 名 候选 人 A、B 和 C， 其 中 
有 23 位 选民 的 排序 是 A > B > C，17 位 
EB >C > A,2 位 是 BE > A > C，10 
位 是 C > A > B, 还 有 8 位 是 C > B > A。 

这 样 的 话 ， 有 33 位 选民 觉得 A 比 B 好 ， 不 赞成 的 有 27 位 ; 42 位 选民 觉得 
B 比 C 好 ， 不 赞成 的 有 18 位 ; 35 位 选民 觉得 C 比 A 好 ， 不 赞成 的 有 25 位 。 

选民 表达 出 的 偏好 组 成 了 非 传递 性 链条 : A > B > C > A. 

埃 弗 龙 的 四 枚 骨 子 ( 见 第 3 页 ) 也 以 类 似 的 形式 组 成 了 非 传递 性 链条 。 

还 有 人 发 明了 其 他 骨 子 游戏 ， 比 起 孔 多 塞 悖 论 或 者 埃 舍 尔 那 不 断 上 升 却 又 
回归 原点 的 不 可 能 阶梯 (图 b ) 来 说 ， 它 们 拥有 更 违反 直觉 的 性 质 。 












































B ZGAN P ERIR T 


答案 是 肯定 的 ! ÆR EIF 1986 年 出 版 的 一 本 书 里 〈 见 参 
考 文献 )， 就 出 现 了 这 样 的 三 枚 非 传 递 性 货 子 的 一 个 例子 : A' = [5, 7, 8, 
9, 10, 18], B’= [2, 3, 4, 15, 16, 17]，C'= [1 6, 11, 12, 13, 14]。 从 1 到 18 
的 每 个 数字 都 被 用 到 且 只 用 了 一 次 。 每 枚 人 子 的 数字 总 和 都 是 57， 于 
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是 平均 值 就 是 9.5, ARH, T A' 在 36 种 情况 的 21 种 (也 就 是 所 
有 情况 的 7/2) 之 中 能 打败 角子 B'o iT B'MPER T C, WART C 
HERT A' 的 结果 也 一 样 。 尽 管 三 枚 骨 子 各 不 相同 ,但 它们 之 间 似 乎 
有 者 完美 的 对 称 性 : 一 来 ， 每 枚 货 子 的 所 有 可 能 投掷 结 采 平均 都 是 9.5; 
二 来 ， 每 枚 角子 打败 下 一 枚 的 概率 都 是 712， 输 给 上 一 枚 的 概率 也 是 这 
样 。 这 些 骸 子 组 成 了 一 条 长 度 为 3 BJHEPEXSTEBRETS, NUR Ak, I, 
布 ” 那 样 : 
A > mma B' » m2 C' > 44; A' 














95 925 9.5 9.5 


AA EE SZ Je CHA LP, WRAS Box d Hyba. T B' 显 
然 更 好 。 实 际 上 ， 一 共有 216 种 可 能 的 结果 ， 对 这 些 结 采 的 分 析 表 明 ， 
Biol B'E 90 种 情况 下 大 获 全 胜 ， 而 货 子 A' 胜 利 的 情况 只 有 63 BB. 8x 
子 C' 也 一 样 。 这 三 枚 骨 子 在 独自 投 气 或 者 两 枚 对 战 时 的 平衡 性 ， 在 一 
起 投掷 的 时 候 就 消失 了 ! 











o 颠倒 的 世界 
这 座 像 从 天 上 掉 下 来 的 房子 ， 是 艺术 家 让 - 弗 朗 索 瓦 ， 富 尔 图 在 法 国 里 尔 展 出 的 作 
üh (Fantastic, 为 “里 尔 3000” 项 目 设计 ，2012 )。 
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为 了 列 出 所 有 这 样 的 三 枚 仍 子 的 组 合 ， 加 丁 布莱克 在 2010 年 进 
行 了 一 项 彻底 的 计算 ， 发现 对 于 寻找 各 日 拥有 相同 平均 值 、 以 相同 概率 
战胜 彼此 ， 并 且 从 1 到 18 的 每 个 数字 恰好 用 到 一 次 的 三 枚 非 传 递 性 懂 
子 的 组 合 这 个 问题 ， 它 的 解答 一 共有 8 种 。 每 种 组 合 的 胜利 概率 都 不 超 
过 7/12， 而 每 个 组 合 的 三 枚 般 子 一 起 投掷 时 胜率 也 不 均衡 。 框 3 给 出 了 
这 8 种 解答 ， 还 有 它们 三 枚 一 起 投 蝴 时 各 目的 胜率 〈 胜 利 的 情况 数 )。 

















组 平衡 的 三 枚 套 货 子 





m 
M» 


, f? 8, 17, 18]a 
; 10, 11, 12, 13 |]6o 
, 5, 14, 15, 16]-; 


m 


,9, 10, 11, 12, 14] 
» ts 4, 135, 16, 17 Joo 
5. 6, 7, 8, 13, 18] 


N 
N 


[5, 7, 8, 9, 10, 18]a [1, 7, 10, 12, 13, 14]a 
[2, 3, 4, 15, 16, 17 |oo [2, 3, 4, 15, 16, 17 |oo 
[1, 6, 11, 12, 13, I14]a [5, 6, 8, 9, 11, 18]a 
[1, 2, 9, 14, 15, 16]; [1, 8, 9, 12, 13, I4] 
[3, 4, 5, 10, 17, 18]; [2, 3, 4, 15, 16, 17 |oo 
[6,7, 8, 11, 12, 13]4 — [5,6, 7, 10, 11, 18]; 
[1, 2, 11, 12, 13, 18]; [1, 8, 10, 11, 13, I4] 
[3, 4, 5, 14, 15, 16]; [2, 3, 4, 15, 16, 17 |oo 
[6. J 8, 9, 10, 17 Jeo [5, 6, 7, 9, 12, 18] 

[1, 6 [1,9 

[2, 9 [2, 3 

[3, 4 [ 


3, 


B 最 大 胜率 


四 枚 骨 子 能 达到 2/3 的 胜率 ， 三 枚 般 子 能 达到 7/12 的 胜率 《不 需要 
加 上 从 1 到 18 的 数字 全 部 各 用 一 次 的 限制 ) 有 没有 可 能 做 得 更 好 ?” 如 
末 我 们 能 使 用 更 多 的 骨 子 ， 每 枚 散 子 可 以 超过 六 个 面 ， 那 么 我 们 所 知 的 
最 大 可 能 优势 又 是 什么 呢 ? 
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奇怪 的 是 ， 所 有 这 些 一 般 性 问题 的 答案 早已 出 现在 扎 尔 曼 : 乌 西 
斯 金 于 1964 年 发 表 的 一 篇 文革 中， 而 那 时 埃 弗 龙 的 般 子 还 没有 扬名 天 
下 。 这 篇 文章 的 框架 更 为 广泛 ， 但 也 包括 了 多 枚 般 子 的 游戏 。 对 于 三 枚 
山 子 来 说 ， 最 大 胜率 只 能 达到 黄金 分 割 常数 9 的 倒数 lo = (5 - 1)/2 = 
0.6180...。 对 于 四 枚 骨 子 来 说 ， 可 能 的 最 大 胜率 是 2/3 = 0.6666... RJE 
龙 的 货 子 达到 了 这 个 胜率 )。 对 于 五 枚 般 子 来 说 ， 胜 率 不 超过 0.692， 这 
EJIE b +36- 4b +1 = 0 HIRE. 

É AEE p MAE EG 9, 并 证 明了 当 非 传 
AER RTA HT, Kee TAHE P — POI DGSA HEE R 
3/4， 但 永远 达 不 到 这 个 数值 。 

在 1994 年 ， 理 查 德 ' 萨 维 奇 证 明了 一 个 关于 三 枚 非 传递 性 仍 子 的 
床 亮 结论 ， 其 中 也 奉 涉 到 了 黄金 分 割 。 联 维 奇 研究 的 是 有 半 个 面 的 骨 
子 ， 限 定 了 每 个 面 的 数字 都 在 1 和 3n 之 间 ， 而 且 每 个 数字 都 恰好 用 到 
—JHX. WRT A’ B'A CUBE. ps T — pei T BERIE F — 
枚 的 最 低 胜 率 M， 然 后 想 办 法 让 这 个 最 小 值 取 到 最 大 的 可 能 值 ， 这 样 
的 话 ， 当 玩家 提出 类 似 巴 非特 和 六 次 之 间 的 那个 用 三 枚 骨 子 进行 的 赌局 
时 ， 就 能 获得 最 大 的 收益 。 萨 维 奇 证 明了 ， 如 果 取 用 拥有 很 多 个 面 的 货 
子 的 话 ， 那 么 我 们 可 以 任意 接近 1/9 这 个 极限 ， 其 中 o= 1.618... 是 黄金 
分 割 和 常数 ， 而 马 西 斯 金 证 明了 这 个 极限 是 不 可 道 越 的 ( 同时 要 满足 从 1 
到 3n 每 个 数 都 恰好 用 一 次 的 限制 )。 于 是 ， 我 们 能 继续 提升 六 面 散 子 的 
最 优 值 7/12 = 0.5833...， 不 断 接 近 l/o = 0.61833...， 想 要 多 近 就 有 多 近 ， 
前 提 是 要 用 一 组 超过 六 面 的 骨 子 。 

还 有 个 值得 一 提 的 一 般 性 结论 。 马 克 : 分 克 尔 斯 坦 和 爱德华 . 索 普 
曾经 研究 了 所 谓 的 “可 接受 ” 骨 子 。 如 果 一 枚 nn MRT, ET Lm) 
数字 都 在 1 和 之 间 (同一 个 数字 可 以 多 次 出 现 ， 也 不 要 求 所 有 数字 都 
出 现 )， 而 且 所 有 面 上 的 数字 之 和 跟 面 上 写 有 1, 2, 3, …, n 的 标准 ME 
子 相 同 (也 就 是 n(n + 1)/2 )， 那 么 它 就 是 可 接受 的 。 分 克 尔 斯 坦 和 索 普 
的 美妙 定理 断言 ， 如 果 妈 大 于 3， 那 么 对 于 任意 可 接受 寻 面 般 子 ， 只 要 
不 同 于 标准 n MT, 都 存在 能 打败 它 的 另 一 枚 可 接受 浆 面 货 子 ; 男 外 ， 
标准 n 面 届 子 与 任意 一 枚 可 接受 nn 面 山子 都 不 分 胜 负 。 这 个 定理 的 推论 
之 一 ， 就 是 对 于 所 有 n > 3 的 情况 ， 都 存在 由 可 接受 面 山 子 组 成 的 非 
传递 性 链条 。 
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对 于 n=4 (也 就 是 正四 面体 散 子 )， 除 了 标准 仍 子 [1, 2, 3, 4] 以 外 ， 
只 存在 四 种 可 接受 般 子 : F n [3. 25 2 2l; F, = [4, 2; 2 之 | F; T [4, 4, l, EIS 
F,7[3, 3, 3, 1H]。 它 们 对 战 的 结 采 是 : 

Fi > gio F2 > gi Fs > sna F4 > eio Fi; 

F, > oj; F2 > gu F5 > gi Fa; FS FE, 

在 这 个 极端 情况 下 ， 只 存在 两 条 非 传递 性 链条 : 第 一 条 的 长 度 是 4， 
由 Fi、 [5 Fax F, 组 成 ; 另 一 条 的 长 度 是 J; H F, Fas PAN 

我 们 可 能 会 以 为 , 那 8 组 A`、B' CRWST, 或 者 由 三 枚 或 
四 枚 可 接受 四 面体 仍 子 组 成 的 非 传递 性 链条 ， 束 已 经 是 这 种 下 盾 美感 的 
顶点 了 。 没 这 回 事 ， 带 姆 . 罗 伊 特 在 2002 年 给 出 了 一 组 三 枚 骨 子 Ri = 
[6. Es ir ds 3; 3]. R, = [5 3; 5; 2 2. PR R; = [1, 4, 4, 4, 4, 4], 让 之 前 的 必 
论 更 迷离 。 我 们 将 会 看 到 ， 这 组 骨 子 除 了 组 成 了 非 传递 性 链条 以 外 ， 对 
于 打赌 还 有 个 出 人 意料 的 有 趣 性 质 ， 惑 介 连 善 次 都 料 不 到 。 





P [ngzur d 


SE RBESSS EI] TÉ Bed APERTE, BER 1 AER To Rd Rod C 比如 将 两 个 底 为 
正 五 边 形 的 锥 体 底 靠 底 粘 在 一 起 )， 然 后 每 个 面 上 的 数字 都 成 对 出 现 的 话 ， 就 相 
HF 1 枚 等 概率 的 五 面 角 子 。 有 12 种 可 接受 五 面 般 子 。 根 据 定 义 ， 可 接受 般 子 
所 有 面 的 数字 之 和 应 该 跟 标准 五 面 从 子 一 样 ， 也 就 是 1+2+3+4+5S=15， 而 
且 每 个 面 都 只 用 到 从 1 到 5 的 整数 。 对 于 可 接受 人 般 子 ， 六 个 面 的 有 32 种， 七 个 
面 的 有 94 种， 而 八 个 面 的 有 289 种 。 

下 面 的 表格 列 出 了 所 有 12 枚 可 接受 五 面 骨 子 ， 用 五 角 星 表示 : 








A,7[3,3,3, 3, 3] , A, = [4, 3, 3, 3, 2], 

A; = [4, 4,3,2,2] , A, = [4, 4, 3,3, 1], 

A; = [4, 4, 4,2, 1] , A; = [5, 3, 3, 2, 2], 

A= [5,3,3.3, L| 5. A4=[5;4, 2,2,2], 
[ 


As = [5, 4, 3,2, 1] , Ai = [5, 4, 4, 1, 1] ， 

Ai = [5, 5, 2,2, 1] , Ai = [5, 5, 3, 1, 1] 

这 个 表格 在 第 i 行 和 第 j 列 的 交点 给 出 了 A 对 A 的 取胜 概率 。 我 们 能 观察 
到 几 件 有 趣 的 事情 : 一 、 标 准 角 子 ( 也 就 是 角子 As ) 跟 所 有 其 他 可 接受 角子 部 打 
成 平手 ; 二 、 每 枚 可 接受 骨 子 都 会 被 为 一 枚 打败 ;， 三 、 存 在 许多 非 传递 性 链条 ， 
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HEATA; S Ae AS A PLE us SA SS A Ass 

Wy: 2 SGARBRIHGUZEQSE. 索 普 在 2006 EX n iin] Be5t HT vETTH)— 
般 性 研究 表明 ， 人 性 质 一 、 二 和 三 对 于 所 有 7 > 3 的 情况 都 成 立 ， 所 以 作为 推论 ， 
对 于 所 有 7 > 3， 都 存在 由 宗 面 般 子 组 成 的 非 传 递 性 链条 。 


POTII HONOR HORROR 


1/3 2/5 2/3 


















717 3/7 10/17 1/2 4/7 


9/19 8/17 10/19 1/2 9/17 


$4 2/3 10/17 . 10/19 ow 4/9 4/7 5/9 12/23 


e 3/5 4/7 9/17 5/9 LP 12/23 13/24 9/19 
PA 
*r 1/3 717 9/19 3/7 11/23 LE 4/9 5/9 
Yr 1/2 1/2 1/2 4/9 11/24 5/9 LI 13/24 
w 2/5 3/7 8/17 11/23 . 10/19 4/9 11/24 LI 


Yr 3/5 13/23 11/21 11/19 9/17 1/2 6/11 5/11 


2/5 10/23 10/21 1/2 6/11 8/19 5/11 8/17 


Yr 1/2 1/2 1/2 11/21 12/23 10/21 1/2 11/23 


有 ET 


乔治 西 软 尔 曼 是 一 位 美国 上 校 ， 他 提出 了 一 个 奇怪 的 问题 “是 否 存 在 两 
Jm. wl ue HBymef ( 面 上 刻 有 数字 1、2、3、4、5 和 6) 不 同 , 但 
一 起 撕 出 的 话 ， 跟 通常 的 角子 得 到 的 数学 和 一 样 ， 而 且 概 率 也 相同 ? ” 它 得 到 
2 的 概率 应 该 是 1/36, 3 的 概率 是 2/36, 4 的 概率 是 3/36, 5 的 概率 是 436，6 的 











9/19 


10/19 


we we D 
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EX 


概率 是 5/6, 7 的 概率 是 6/36, 8 的 概率 是 
5/36, 9 的 概率 是 4/36, 10 的 概率 是 3/36, 
11 的 概率 是 2/36， 而 12 的 概率 是 1/36。 


RUIT 


e 3 3 A4 A4 5 








解答 对 于 六 面 骨 子 来 说 是 唯一 的 ， 但 也 有 人 
HE T ARKET o 





+ 
器 
G 
Wes: [1 2,2, 3,3, 4] 和 [1, 3, 4, 5, 6, 8] 。 g3 
ees 
HE 
加 


出 人 意料 的 是 ， 西 吹 尔 至 找 到 了 这 样 的 4 5 5 6 6 ? 
5 6 6 7 7 8 
用 劳 边 的 表格 ， 我 们 可 以 验证 所 有 36 种 数 — ds 
FARA AMARTE 3, ARRS 
7 8 8 9 9 10 
9 


10 10 11 11 1? 


a 会 翻转 的 赌局 


之 前 的 货 子 确实 组 成 了 非 传递 的 三 枚 组 合 : R 以 7/12 的 概率 战胜 
R, R DI 7/12 的 概率 战胜 R, mi Rs 以 25/36 的 概率 战胜 Ri。 这 里 还 
没什么 新 东西 。 然 而 ， 它 产生 的 一 些 现象 如 此 不 可 思议 ,我 也 是 在 自 
己 写 了 个 程序 验证 之 后 才 接 受 的 。 如 果 每 次 对 局 每 个 骨 子 不 是 只 找 一 次 
METIR, 然后 将 两 次 结果 加 起 来 的 话 ， 那 么 一 切 就 都 反 过 来 
T: R; 会 以 765/1296 = 0.5902... 的 概率 战胜 Ri，Rs 打败 R, 的 概率 也 是 
765/1296 = 0.5902..., R, 打败 R; 的 概率 则 是 671/1296 = 0.5177...。 这 种 
闻所未闻 的 性 质 再 次 表明 ， 我 们 有 关 概 率 的 下 党 并 不 准确 。 这 启发 了 为 
一 种 “ 占 朋友 便宜 ”的 方法 ， 即 使 像 盖 次 那样 聪明 ， 对 非 传 递 性 骨 子 略 
有 所 闻 ， 也 一 样 有 效 。 

你 可 以 一 开始 同 他 展示 这 些 仍 子 ， 他 会 仔细 问 详 ， 发 现 这 是 个 非 传 
递 性 链条 。 于 是 ， 如 果 你 肯 先 选 般 子 的 话 ， 那 么 他 就 会 愿意 打赌 。 你 接 
受 提 议 ， 先 随意 选 一 枚 人 般 子 。( 最 好 是 R 或 者 R;， 这 样 可 以 避免 那个 
0.5177... 的 概率 。) 他 会 选择 在 非 传递 性 链条 中 可 以 打败 你 的 那 枚 骨 子 。 

然后 你 回 他 提议 赌注 加 售 ， 前 提 是 要 撕 两 次 般 子 ， 并 比较 得 到 的 数 
字 之 和 ( 跟 之 前 一 样 玩 25 盘 )。 他 会 和 所 有 人 一 样 ， 觉 得 毛 两 次 只 会 提 
高 优势 ， 于 是 就 答应 了 。 但 事实 上 ， 现 在 占据 优势 的 是 你 ， 而 你 会 赢得 
这 场 赌局 ( 准确 概率 是 82.10% )。 真 不 科学 ! 




















第 1 章 埃 弗 龙 的 古怪 般 子 S n 


为 什么 非 传递 性 链条 会 逆转 过 来 呢 ?” 要 理解 为 什么 逆转 会 出 现 ， 我 
们 来 看 最 简单 的 两 枚 能 子 : R = [6, 3, 3,3,3,3] 和 R = [1, 4, 4, 4, 4, 4]. 

只 掷 一 次 的 话 ，Rs: ZMR, Py 4 BE, ME 36 种 情况 中 ， 这 
会 出 现 25 次 。 如 果 计 算 Ri 两 个 面 的 和 ， 还 有 R 的 情况 的 话 ， 那 么 : 

QR: 6-329, 4 10 种 情况 ; 3-326, 其 25 种 情况 ; 6+6=12， 

共 1 种 情况 。 
QR, 1-122, 共 1 种 情况 ; 4+4=8， 共 25 种 情况 ，1 +4=5， 
共 10 种 情况 。 

如 果 R 和 R, 分 别 拖 两 次 的 话 ， 那 么 一 共有 1296 = 36 x 36 种 可 能 
的 情况 。 只 有 在 掷 出 一 共 8 点 的 时 候 , 般 子 R; 才 有 机 会 局 。 在 这 种 情况 下 ， 
只 有 R 掷 两 次 一 共 得 到 6, R TREN. FÆ, ERAK EIR, 
Wd R; 在 36 x 36-1296 种 情况 中 ,只 有 25 x 25-625 种 情况 会 获得 
胜利 。 这 还 占 不 到 所 有 情况 的 一 半 ， 所 以 掷 两 次 的 话 R 会 输 给 Ro W 
转 是 有 可 能 的 ， 这 已 经 出 现在 我 们 眼前 了 ! 

我 们 试 试用 几 句 话 来 解释 这 一 点 。 只 掷 一 次 的 时 候 ， 般 子 Rs 能 胜 过 
R,， 但 总 而 言 之 它 顾 得 不 多 ， 只 是 用 4 点 打败 3 点 。 于 是 ， 当 我 们 考虑 
Be Rs 两 个 面 的 和 (2、8 或 者 5 ) BE, IEEE T R 两 个 面 的 和 (9、 
6 或 者 12 ) 可 逊色 不 少 , 这 也 是 为 什么 在 比赛 搓 两 次 时 ， 般 子 Rs 会 落 败 。 

如 果 每 枚 般 子 不 是 雾 两 次 ， 而 是 掷 三 次 的 话 ， 那 么 R.BSESAR Rs 
HEAR, M R, 也 能 最 Ri。 这 回 仍 子 R; 占 尽 上 风 ， 也 不 存在 非 传递 性 
ERT, ER 的 人 总 会 有 优势 。 这 很 奇怪 ， 因 为 如 果 我 们 直接 拿 三 
枚 仍 子 同时 比赛 的 话 (同时 投掷 三 枚 货 子 )， 那 么 得 到 的 胜率 之 比 是 
51 :90:75$， 最 厉害 的 是 R, ! 





























8 一 对 一 


为 了 概括 埃 弗 龙 般 子 的 这 些 刻 盾 重 重 的 变 体 ， 我 们 来 看 看 奥斯卡 | 
汇 德 分 特 的 七 枚 骨 子 ， 用 它们 可 以 同时 对 阵 两 位 对 手 : 

G, 7 [7, 7, 10, 10, 16, 16], 

G, = [5, 5, 13, 13, 15, 15], 


le è 第 一 部 分 BET. SUSHI ER 


G, = [3, 3, 9, 9, 21, 21], 
G, 7 [1, 1, 12, 12, 20, 20], 
G; = [6, 6, 8, 8, 19, 19], 
G,  [4, 4, 11, 11, 18, 18], 
G; 7 [2, 2, 14, 14, 17, 17] 


fU E ERT Z FIAR 
是 66， 也 就 是 平均 11 点。 在 
每 场 对 决 中 ， 优 势 方 的 胜率 都 
是 20/36 = 5/9。 观 察 这 幅 图 就 
ZEM, EEr T PER 
EX, ARAR ZMT A 
以 同时 战胜 它们 。 

这 样 ， 你 就 能 同时 向 两 位 ”9 荷兰 游戏 发 明 家 奥斯卡 . 范 德 芬 特 的 七 枚 
朋友 提出 如 下 的 赌局 。 计 第 一 i 
位 朋友 先 选 择 一 术 散 子 ， 然 后 Tos EET spento f 
轮 到 第 二 位 选 。 最 后 轮 到 你 ， We 
你 就 可 以 选择 能 同时 胜 过 你 朋友 选择 的 两 枚 骨 子 的 那 格 。 然 后 ， 你 可 以 
跟 第 一 位 朋友 先 来 一 局 ( 比如 说 玩 25 轮 )。 这 场 对 你 有 利 ， 你 在 大 部 分 
情况 下 会 启 。 然 后 不 要 换 骨 子 , 再 跟 第 二 位 朋友 来 一 局 ( 还 是 玩 25 轮 )。 

运气 会 义 一 次 站 在 你 那 边 ! 

但 要 注意 ， 无 论 赌局 对 你 有 利 ， 还 是 运气 站 在 你 这 边 ， 都 不 意味 着 
你 能 百分之百 获得 胜利 ， 只 是 你 赢 的 情况 会 超过 半数 。 在 这 里 ， 计 算 表 
H, WA 5/9 的 优势 玩 25 轮 的 话 ， 你 会 在 71% 的 情况 下 胜利 。 如 果 你 
想 赢 得 更 稳妥 ， 那 么 可 以 提出 轮 数 更 多 的 对 决 。 
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怎么 玩 一 手 完 美的 扑克 


Aw 


既 有 随机 成 分 ， 玩 家 又 只 知道 不 完整 的 信息 ， 这 就 是 两 人 德州 扑克 
的 难题 。 这 个 难题 已 经 被 解决 了 : 人 们 提出 了 一 个 不 可 能 被 打败 的 策略 。 


ALAS 
e*t o. 
(XAKI E o». 
"t "ve Sess 


* 
* 
N 





它 能 
能 迎 
p 


Ab 
HE 


要 用 计算 机 解决 双人 游戏 有 两 种 方法 : 要 么 编写 一 个 程序 ， 让 
打败 所 有 人 类 对 手 ， 这 种 做 法 不 一 定 一 开水 逸 ， 因 为 人 类 玩家 有 可 
头 赶 上 ， 这 就 是 “ 蚤 解决 ;要么 编写 一 个 以 最 优 策 略 运 作 、 从 而 
被 打败 的 程序 ， 这 就 是 “ 强 解决 ”。 

对 于 国际 象棋 来 说 ， 我 们 已 经 完成 了 昼 解 决 : HA 1997 年 加 里 ， 
卡 斯 帕 罗 夫 与 计算 机 深蓝 (Deep Blue) 的 著名 对 局 以 后 ， 机 器 就 一 直 
比 所 有 人 类 选手 部 强大 ， 在 今天 ， 人 类 选手 已 经 绝 无 可 能 逆转 局 势 。 但 
由 于 游戏 局 面 的 大 量 组 合 〈 据 计算 ， 大 概 有 10 ”种 可 能 的 对 局 )， 大 部 
分 专家 认为 我 们 不 可 能 在 可 预见 的 将 来 完成 强 解 决 。 有些 游戏 编程 的 
专家 ， 比 如 说 法 国 的 西 家 * 维 耶 褒 和 朱 利 安 ， 勤 称 瓦 纳 ， 也 就 是 最 优 
秀 的 萌芽 游戏 ”程序 的 缔造 者 ， 则 认为 简化 双方 决策 树 的 方法 ， 即 他 们 

D 萌芽 游戏 (Sprouts ) 是 一 种 纸 笔 游戏 ， 双 方 开始 前 先 在 纸 上 画 上 一 定数 量 的 点 ， 
然后 双方 交替 ， 每 次 画 上 一 条 线 连接 任意 两 点 ， 然 后 在 线 上 画 上 一 点 。 但 画 线 时 ， 

每 个 点 最 多 只 能 引出 三 个 线头 ， 而 且 画 出 的 线 不 能 跟 别 的 线 或 者 自身 相交 ， 但 可 

以 是 任意 的 直线 或 者 曲线 。 一 一 译 者 注 
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做 出 贡献 并 完善 的 方法 ， 也 许 在 大 约 20 年 后 能 用 于 得 出 国际 象棋 的 最 
优 策略 ， 即 完成 强 解 决 。 马 克 西 姆 : 瓦 西 耶 - 拉 格 拉夫 ， 上 自 菲 利多 尔 
( 1726—1795 ) 后 最 优秀 的 法 国 棋 手 ， 认 为 最 优 策略 会 导致 平局 。 

对 于 莫 国 跳棋 来 说 ( 跟 法 国 跳棋 很 相似 ,但 它 用 的 是 8 x 8 的 棋盘 )， 
加 拿 大 阿尔 伯 塔 大 学 的 乔纳森 谢 弗 团 队 开发 的 Chinook 程序 从 2007 
年 开始 就 提出 了 强 解决 方法 。 这 个 程序 还 由 此 证 明了 先 手 至 少 也 能 打 成 
平局 : 如 果 Chinook 的 对 手 犯 错 的 话 ， 那 么 Chinook SLE; 如 果 对 手 
完美 应 对 的 话 ， 那 么 就 会 打 成 平局 ( 见 第 5 章 )。 对 于 围棋 来 说 ，2016 
年 AlphaGo 已 经 完成 了 弱 解 决 。 


上 面 提 到 的 游戏 和 都 是 所 谓 的 完全 信息 游戏 :玩家 没有 隐藏 任何 信息 ， 
游戏 中 也 没有 随机 性 。 纸 牌 游戏 ( 勃 洛 特 ”扑克 之 类 ) 的 性 质 就 完全 不 同 : 
一 来 ， 在 发 凰 的 时 候 殊 有 随机 因素 ,我 们 拿 到 的 脾 可 好 可 坏 ， 摊 看 一 于 
坏 牌 基本 上 就 顾 不 了 ; 二 来 ,有关 有 牌 如 何 分 配 的 信息 ， 每 个 玩家 都 只 类 
道 一 部 分 ， 而 且 不 知道 对 手 拿 到 了 什么 牌 。 但 我 们 还 是 可 以 讨论 这 类 洲 
戏 的 弱 解 决 和 强 解 决 。 如 末 一 个 程序 能 在 足够 多 轮 ( 足以 平衡 运气 好 坏 ) 
的 游戏 中 打败 所 有 人 类 玩家 ， 那么 它 就 完成 了 游戏 的 弱 解 决 。 如 来 一 个 
程序 再 没有 改进 的 余地 ， 也 就 是 说 对 于 任意 在 想象 范围 内 的 玩家 ， 如 采 
它 在 轮 数 足够 多 的 游戏 中 部 能 胜利 或 者 打 个 平手 的 话 ， 那 么 它 就 完成 了 
强 解 决 。2015 年 1 月 ， 加 拿 大 阿尔 但 塔 大 竺 迈克尔 : 鲍 林 领导 的 人 研究 
团队 发 表 了 一 篇 论文 , 讲述 了 如 何 强 解 决 一 种 人 类 玩家 众多 的 扑克 变种 : 
一 对 一 限 注 德州 扑克 ( Heads up limit Hold'em, 以 下 简称 HULHE 扑克 )。 
这 是 德州 扑克 的 一 个 变种 ， 只 有 两 名 玩家 ， 对 下 注 也 有 限制 〈 见 框 1 )。 






































德州 扑克 


" 

(007; 大 战 呈 家 赌场 》 让 德州 扑克 大 受 欢迎 。 在 电影 里 ， 詹 姆 斯. 邦 德 用 
一 手 同 花 顺 (BE 45678 ) 打败 了 对 手 的 戎 户 〈 三 条 A 和 一 对 6 )。 在 德州 扑 殉 
每 一 局 开始 时 ， 每 位 玩家 都 会 接 到 两 张 只 有 目 己 能 看 到 的 确 牌 ， 然 后 会 有 五 张 
牌 逐 渐 被 发 到 牌 昌 上 。 





CD HFE belote) 是 法 国 流行 的 牌 类 游戏 ， 只 用 32 张 牌 ， 跟 桥牌 有 相通 之 处 ， 但 
要 简单 得 多 。 译 者 注 
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首先 发 三 张 牌 (” 翻 
BR"), NRI AR SKI CIE 同 花 大 顺 
牌 ” )， 最 后 发 一 张 牌 Ch] X 
牌 " ) 每 位 玩家 用 手 里 底牌 
的 两 张 或 一 张 ， 或 者 一 张 不 








同花顺 





用 ， 与 台 上 五 张 牌 中 的 一 
部 分 凑 成 一 手 一 共 五 张 的 A^ p. 
牌 ， 而 且 要 组 成 最 强大 的 牌 Tet KM 

8 


组 (从 弱 到 强 是 一 对 、 两 对 、 
=Z. Wü. H, HF, 
四 条 、 同 花 顺 、 同 花 大 顺 )。 
游戏 开始 时 的 强制 下 注 构成 
THW; FAR. TERES EB 
公用 有 牌 逐 步 被 翻 开 时 ， 玩 家 
可 以 放弃 (就 此 输 掉 之 前 下 
的 注 )、 跟 注 或 者 加 注 ; TE 
加 注 完毕 后 ， 没 有 退出 的 
玩家 亮 出 各 目的 底牌 (“ 斗 
牌 ” )， 谁 的 组 合 最 强 ， 谁 就 
说 得 整个 彩 池 ; 在 平手 的 情 
况 下 ， 彩 池 也 会 被 平分 。 
在 加 注 阶 段 用 到 的 术语 
hs 
口 盖 牌 (fold): 认输 并 
放弃 已 下 的 注 。 
口 跟 牌 (call); 追加 下 
注 ， 使 得 总 下 注 与 
台面 最 大 的 下 注 相 
等 ， 这 样 才 能 留 在 
牌 局 中 。 
口 加 注 (raise): 追加 
下 注 ， 使 得 总 下 注 超 
出 其 他 玩家 的 下 注 ， 
其 他 玩家 只 能 盖 牌 、 
跟 牌 或 者 加 注 。 
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口 全 下 (all-in ): 将 手头 所 有 筹码 用 于 追加 下 注 ; 在 限 注 德州 扑 元 中 ， 开 
局 就 限定 了 每 位 玩家 能 下 注 的 最 大 数目 。 
德州 扑 赤 有 很 大 的 运气 成 分 ， 但 有 关 扑 殉 的 电影 让 人 印象 帝 刻 的 通 稼 是 那 
些 赌 果 身 雄 的 推 凯 能 力 、 控 制 表情 以 免 泄露 天 机 的 能 力 和 今 张 演技 。 在 所 有 电 
影 中 ， 双 方 的 最 后 一 手 都 强 得 不 像 话 。 

















B 纪 解 决 


一 般 认 为 ，Polaris 程序 在 2008 年 就 已 经 得 到 了 HULHE 扑克 的 弱 
解决 方法 。 这 个 程序 主要 由 布 拉 德 利 : 约 输 松 编 写 ， 他 来 上 自 加拿大 阿尔 
伯 塔 大 学 。 实 际 上 ，Polaris 与 六 位 专业 牌 手 进行 了 对 战 ， 最 了 其 中 三 
位 ， 负 于 另外 两 位 ， 还 与 一 位 打 平 。 每 一 场 对 战 都 由 500 盘 复 式 对 局 组 
成 : 每 种 发 牌 方式 都 会 通过 对 换 玩 家 打 两 次 。 这 种 方法 可 以 在 玩家 之 间 
建立 完美 的 对 称 性 ， 于 是 ， 每 个 人 都 没有 理由 说 目 己 是 运气 不 好 的 受害 
者 。 人 们 只 花 了 七 年 , 就 从 HULHE 扑克 的 弱 解 决 走 到 了 强 解 决 。 尤 其 ， 
这 段 时 间 与 国际 象棋 的 研究 历程 相 比 并 不 长 。 即使 最 乐观 的 专家 也 认为 ， 
国际 象棋 需要 至 少 四 十 年 才能 从 第 一 步 走 到 第 二 步 。 对 于 扑 元 类 游戏 来 
说 ， 由 于 每 位 玩家 的 信息 不 完全 ， 再 加 上 随机 因素 ， 使 得 最 优 策略 并 不 
是 确定 性 的 规则 〈 如 采 你 拿 看 J， 困 子 上 掀 开 的 牌 有 一 张 Q， 而 对 手 刚 
刚 加 注 的 话 ， 那 么 你 就 应 该 跟 上 )， 而 是 概率 性 的 规则 ( 如 果 你 拿 着 J, 
更 子 上 掀 开 的 牌 有 一 张 Q， 而 对 手 刚 刚 加 注 的 话 ， 那 么 你 应 该 在 20% 
的 情况 下 跟 注 ， 在 80% 的 情况 下 放弃 )。 
































人 们 用 数学 方法 和 计算 机 计算 了 能 给 出 HULHE 扑克 最 优 末 略 的 纳什 均衡 
点 ， 并 在 2015 年 开发 了 游戏 程序 Cepheus。 不 论 面 对 什 么 样 的 对 手 ， 在 大 量 对 





局 之 后 ， 这 个 程序 都 不 会 落后 。 然 而 ， 这 个 游戏 程序 并 没有 考虑 怎么 适应 对 手 
的 特殊 风格 ， 所 以 不 能 一 下 最 大 程度 地 利用 对 手 的 弱点 。 
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男 一 个 同样 在 加 拿 大 阿尔 伯 塔 大 学 开发 的 程序 Polaris， 在 开发 时 ， 它 的 目 
标 就 包含 了 适应 对 手 。 它 不 像 其 他 扑克 程序 那样 尝试 为 对 方 玩家 建立 模型 ， 
为 只 有 在 知道 大 量 连续 对 局 之 后 ， 这 样 的 模型 才 有 效 。Polaris 采用 的 原则 是 ， 
和 完 定义 一 系列 有 限 的 相当 不 错 的 游戏 策略 ( 利用 了 不 同 的 简化 游戏 版 本 中 计算 
出 来 的 纳什 均衡 )， 然 后 在 与 对 手 完成 一 些 对 局 之 后 ， 比 较 这 些 策略 的 得 失 。 在 
玩 了 50 局、 足够 进行 比较 之 后 ， 程 序 会 比较 这 些 策 略 用 在 50 局 上 的 效果 ， 以 
此 在 策略 列表 中 进行 选择 ， 而 这 个 选择 能 更 好 地 利用 对 局 玩家 的 特点 。 











对 游戏 中 出 现 的 每 个 情况 确定 适当 的 概率 ， 是 一 件 很 环 手 的 事 ， 
比 起 局 面 数目 相同 而 没有 随机 性 的 完全 信息 游戏 ， 需 要 我 们 进行 更 多 
的 计算 。 对 于 HULHE 扑克 来 说 ， 局 面 的 数目 也 很 庞大 。 在 去 除 对 称 性 
之 后 ， 数 目 是 3.19 x 10 ， 这 样 我 们 就 明白 了 为 什么 这 种 基础 的 扑克 
游戏 ( 与 下 注 无 限制 的 多 人 游戏 相 比 ) 这 么 难 解 决 了 。 这 是 人 们 首次 
强 解决 一 个 在 现实 中 玩家 众多 、 拥 有 随机 因素 而 玩家 又 只 拥有 关于 自 
己 手 牌 信息 的 游戏 。 


说 实话 ，HULHE 扑克 的 强 解决 只 是 “几乎 ”解决 : 对 于 迈克 尔 ， 
鲍 林 的 团队 计算 出 的 随机 游戏 策略 来 说 ， 任 何 玩家 如 果 在 人 类 能 承受 的 
时 间 内 与 这 个 程序 对 局 ， 几 乎 无 法 取得 明确 的 胜利 。 准 确 的 结果 是 ， 如 
果 玩 家 每 小 时 玩 200 局 、 每 天 玩 12 个 小 时 、 玩 够 70 年 ， 那 么 玩家 有 
95% 的 可 能 性 看 不 出 鲍 林 团队 计算 出 来 的 “几乎 ”完美 的 策略 与 真正 完 
美的 策略 之 间 的 差异 。 
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为 外 ， 在 某 种 意义 上 ， 完 美的 随机 策略 也 是 无 法 计算 的 ， 因 为 这 
种 计算 需要 以 无 限 精度 确定 大 量 实 数值 (策略 中 与 每 个 局 面相 关 的 概 
A). 因此 , 计算 出 来 的 值 和 数学 上 的 完美 解 之 间 的 微小 差异 无 关 紧要 ， 
如 果 我 们 认为 “几乎 ”完美 的 解 管束 是 HULHE 扑 殉 的 强 解 答 ， 也 不 算 
出 格 。 

计算 这 个 解答 还 附和 市 得 到 了 一 个 结果 ,在 HULHE 扑克 中 ,庄家 (发 
牌 的 一 方 ) 比 对 手 稍 占 优势 : 长 远 来 说 ， 如 采 总 是 由 同一 位 玩家 发 牌 的 
话 ， 那 么 他 一 定 能 最 钱 。 这 也 符合 职业 玩家 长 期 以 来 的 猜测 : TE DAE 
谁 不 利 。 




















s 海量 计算 





无 论 是 利用 数学 还 是 计算 机 分 析 一 个 游戏 都 是 人 党 重 的 工作 。 最 近 ， 
许多 人 研究 扑 元 游戏 的 团队 为 了 获得 进展 而 引入 了 关键 的 新 方法 ， 尤 其 是 
一 种 可 以 计算 不 同 游戏 规则 下 最 优生 上 略 的 方法 , 它 成 形 至 今 还 不 到 十 年 。 

这 个 方法 叫 CFR 算法 ，CFR 是 Counterfactual Regret Minimization 
的 缩写 ， 意 为 “ 反 事 实 遗 憾 最 小 化 ”。 它 的 主要 想法 是 让 程序 与 日 身 对 
局 ， 然 后 根据 模拟 对 局 的 胜 负 改变 在 每 个 决策 点 进行 不 同 选 择 的 概率 。 
H 2007 年 被 引入 之 后 ， 这 种 算法 开始 研究 决策 点 越 来 越 多 的 游戏 。 在 
2012 年 ， 人 们 终于 能 处 理 拥 有 3.8 x 107 种 局 面 的 简化 扑克 游戏 ， 为 计 
算 现 实 中 HULHE 扑克 游戏 打开 了 一 局 大 门 一 一 HULHE 扑克 的 局 面 数 
目 是 上 述 数 目的 大 约 10 000 fit. 

正如 证 明 16 个 提示 数字 不 可 能 保证 9 x 9 数 独 有 唯一 解 ( 见 第 6 章 ) 
所 需 的 计算 一 样 ， 计 算 HULHE 扑克 的 局 面 也 达到 了 现在 可 行 技术 的 可 
能 极限 。 要 确定 几乎 完美 的 素 略 ， 迈 元 尔 * 鲍 林 的 团队 在 一 个 拥有 200 
全 机 怖 的 网 络 上 进行 了 计算 ， 其 中 每 侣 机 硕 拥 有 32 GB (32 千 兆 字 节 ， 
每 个 字 市 8 比特 ) 的 内 存 ， 还 有 一 个 1TB〈 太 字 世 ) 的 便 盘 。 整 个 游 
戏 被 分 成 了 110 565 个 子 游戏 。CFR 算法 的 每 次 迭代 需要 61 分 钟 ， 计 
算 所 需 的 1579 次 迭代 在 这 组 设备 上 一 共 运 行 了 两 个 月 ， 整 个 计算 量 相 
当 于 一 台 单 核 计算 机 运行 了 900 年 。 
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职业 玩家 提出 了 几 个 关于 这 个 游戏 的 问题 ， 比 如 说 ， 在 某 些 情况 下 
虚 张 声势 有 没有 意义 ? 这 些 问 题 都 可 以 通过 查看 计算 结 末 来 解决 。 于 是 ， 
即使 是 职业 玩家 ， 也 能 从 这 样 的 研究 中 得 到 宝 叶 的 信息 。 

在 计算 完成 之 后 ， 名 为 Cepheus 的 最 优 策略 很 快 就 能 被 应 用 到 实 
战 中 。 

为 了 了 解 研 究 人 员 的 工作 ,我们 再 来 看 看 含有 随机 性 的 不 完全 信息 
游戏 中 的 最 优 策 略 到 底 是 什么 。 想 要 理解 这 类 游戏 , 就 要 进行 一 些 分 析 ， 
也 就 是 约 萌 ' 冯 VITRE TRUE * SUE 1944 FAAN (P 
弈 论 与 经 济 行为 》(77H1eozry of Games and Economic Behavior ) 一 书 中 讲 
述 的 那 类 分 析 。 经 过 约翰 :纳什 (他 为 此 获得 了 1994 年 的 话 贝 尔 经 济 
学 奖 ) 等 人 的 完善 之 后 ， 博 弈 论 在 合适 的 情况 下 能 用 来 定义 和 计算 最 优 
的 概率 性 策略 ， 也 叫 作 混 合 胰 略 。 我 们 首先 来 看 看 “石头 、 筋 刀 、 布 ” 
这 个 游戏 .两 位 玩家 都 在 同一 时 刻 选择 石 涉 、 藤 刀 或 者 布 。 石 涉 能 开 前 
刀 ， 布 能 打败 石 涉 ， 而 剪刀 能 胜 过 布 ( 见 第 5 页 )。 对 于 玩家 来 说 ， 玩 
这 个 游戏 的 最 优 策 略 肯 定 不 是 一 直选 石头 〈 或 者 剪刀 ， 又 或 者 布 )， 因 为 
如 果 这 样 的 话 ， 那 么 觉察 到 这 个 沫 略 的 对 手 就 能 记 下 每 一 盘 : 他 会 一 直 
选择 出 布 〈 或 者 相应 地 出 石头 或 剪刀 )。 计 算 表 明 (在 这 里 考虑 对 称 性 ， 
大 大 催化 了 计算 )， 玩 家 的 最 优 各 略 是 随机 以 1/3 的 概率 出 剪刀 ， 以 1/3 
的 概率 出 石 凑 ， 以 1/3 的 概率 出 布 。 在 这 个 末 略 下 ， 你 的 对 手 永远 不 可 
能 打败 你 。 如 果 他 也 采取 相同 和 菏 略 ， 且 不 计 统 计 波 动 的话 ， 那 么 结果 就 
是 势均力敌 。 


举 一 个 更 接近 HULHE 扑克 的 例子 , 即 只 有 三 张 牌 的 AKQ 扑克 游戏 。 


















































三 张 牌 的 AKQ 扑 克 的 最 优 策 略 











3.1 
仅 有 三 张 牌 的 AKQ 扑克 证 明了 ， 虚 张 声势 有 时 是 有 用 的 ， 这 并 不 是 心理 
策略 ， 而 是 博弈 论 的 结果 。 在 这 种 三 张 牌 的 扑克 中 有 两 位 玩家 (A 和 B )， 三 张 
牌 分 别 记 作 1-4. 2 号 和 3 号 ， 相 当 于 扑克 中 的 Q、 玉 和 和 A( 见 下 页 图 )， 这 也 
是 扑克 名 称 的 由 来 。3 号 牌 能 赢 2 号 牌 和 1 号 牌 ， 而 2 号 牌 能 万 1 号 牌 。 在 牌 
局 开始 时 ， 每 位 玩家 都 下 注 1 欧元 ， 这 就 构成 了 2 欧元 的 彩 池 。 然 后 给 每 位 玩 
家 发 一 张 牌 ， 而 玩家 查看 各 自 的 牌 ， 玩 家 A 决定 是 否 加 注 1 欧元 。 如 果 玩 家 A 
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不 加 注 ， 那 么 玩家 B 就 赢得 了 彩 池 ( 也 就 赢 了 1 欧元 )。 如 果 玩 家 和 A 加 注 , 3H 
么 就 轮 到 玩家 B 决定 是 否 加 注 另 外 1 欧元 。 如 果 玩 家 B 不 加 注 ， 那 么 玩家 入 就 
赢得 了 彩 池 (也 就 赢 了 1 欧元 )。 如 果 玩 家 B 加 注 ,那么 现在 彩 池 里 就 有 4 欧元 ， 
然后 玩家 们 亮 出 底牌 ， 谁 的 牌 更 大 ， 谁 就 赢得 彩 池 。 

游戏 的 分 析 

玩家 A (还 有 玩家 B ) 要 做 的 唯一 决定 , 就 是 根据 自己 的 底牌 决定 是 否 加 注 。 
对 于 A 来 说 ， 有 三 种 情况 A, A 和 A;， 取 决 于 他 接 到 的 牌 是 1 号 、2 号 还 是 3 
号 。 对 于 B 来 说 , 同样 有 三 种 情况 B B, 和 B,。 所 有 可 能 的 局 面 就 是 ，A/B,，、 
AjJ/B;. AJB;. AJB,. A;B, 和 A;/B,。 

有 些 决定 是 显然 的 。 在 A 的 情况 下 ，A 会 选择 加 注 ( 因为 他 肯定 赢 ); 在 
B, 的 情况 下 ，B 不 会 加 注 ( 因为 他 肯定 输 ); 在 B. 的 情况 下 ，B 会 选择 加 注 CI 
为 他 肯定 赢 ); EA 的 情况 下 ， 玩 家 A 或 许 应 该 加 注 。 实 际 上 ， 在 A 加 注 的 情 
况 下 , 如 果 B 拿 着 1 号 牌 , 则 B 不 会 加 注 , 而 A 就 赢 1 欧元; 如 果 B 拿 着 3 号 牌 ， 
那么 B 会 加 注 ,A 会 输 掉 2 欧元 。 于 是 ,A 平均 每 次 输 掉 1/2 欧元 ;如 果 A 不 加 注 ， 
那么 每 次 会 输 1 欧元 ， 比 1/2 欧元 要 输 得 多 。 

现在 剩 下 两 种 需要 分 析 的 情况 。 在 A 的 情况 下 ， 玩 家 A 应 不 应 该 加 注 来 
虚 张 声势 ”而 在 B, 的 情况 下 ， 玩 家 B 应 不 应 该 冒 着 输 2 欧元 的 危险 来 加 注 ? 这 
两 个 问题 没有 确定 的 答案 ， 它 们 的 解答 需要 用 到 冯 : 诺 伊 曼 的 混合 策略 : A 和 
B 都 应 该 选择 以 某 个 概率 加 注 。 设 为 A 在 情况 A 下 选择 加 注 的 最 优 概率 ，g 
H B 在 情况 B, 下 选择 加 注 的 最 优 概 
率 。 博 弈 论 告 诉 我 们 , Æ AMB 的 最 K 
maet, p 和 4 的 信 对 应 着 一 个 * 纳 AA EET 
什 均衡 "*， 即 这 样 一 种 情况 ; 4? v 

O 如 果 A 改变 策略 ( 也 就 是 p 的 

值 )， 那么 玩家 B 可 以 调整 自 
己 的 策略 ( 也 就 是 g 的 值 ), 使 《， 
得 A 的 收益 减少 ( 换 句 话说 ，】 \ 
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A 改变 策略 也 没有 得 益 ); 
口 将 A 和 B 交换 ， 也 满足 上 面 的 
条 件 。 
— 
要 计算 “纳什 均衡 "， 我 们 考虑 “| 的 -0 区 o C 
在 p Hg 的 值 固定 时 ，A 和 了 的 平均 Dl A/B | A | ABS 
收益 WER). | 
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举 个 例子 ， 我 们 来 解释 一 人 下- 2pg + p(1 一 9) 一 (1 一 p) 这 个 式 子 ， 它 对 应 的 
是 在 A 拿 着 1 号 牌 而 B 拿 着 2 号 牌 时 A 的 收益 。 如 果 A 虚 张 声势 ， 而 B 跟 注 
的 话 〈 概率 是 pg )， 那 么 A 就 输 掉 2 欧元 (这 就 是 - 2pg 的 来 源 ); 如 果 A 虚 张 
声势 ， 而 B 没有 跟 注 的 话 〈 概率 是 p(1 —4)), A NUT 1 欧元 C p - q) SUE 
这 人 么 来 的 ); 如 采 A 没有 虚 张 声势 ( 概率 是 (1 -p)), IA A 会 输 挥 一 欧元 ( 对 
应 一 (1 一 p) 这 一 项 )。 

A 的 平均 收益 作为 p 和 gq 的 也 数 (假设 发 牌 是 公平 的 )， 可 以 通过 将 所 有 可 
能 对 局 中 的 收益 加 起 来 再 除 以 6 C 因为 每 种 对 局 发 生 的 可 能 性 相等 ) 得 到 。 

我 们 得 到 : 

A 的 收益 (p, q) =- (p - V3Xq — V3y2 — 1/9 =- B KIIRE (p, q) 

通过 计算 ， 只 需要 检查 那些 A 的 收益 对 p 和 对 gq 的 导数 都 为 零 的 点 ， 就 能 
得 到 给 出 A 和 B 最 优 策略 的 纳什 均衡 。 在 这 样 的 点 上 ， 如 果 A 改变 p 的 值 ， 那 
么 B 可 以 调整 q 的 值 来 提高 收益 , 反 过 来 说 也 一 样 。 如 果 两 位 玩家 谨慎 行事 的 话 ， 
那么 他 们 都 没有 动机 去 改变 自己 的 选择 (A 的 话 是 p，B 的 话 是 q )。 

导数 的 计算 给 出 的 是 : 

6(A 的 收益 yop = (— q 1/3/2220, PFL q = 13; 

AB 的 收益 yoq = Cp + 1/3)2=0， 所 以 p= 1/3, 

在 这 个 点 上 , p=4=1/3, 而 A 的 收益 =- 1/9, 这 就 说 明 在 这 种 微型 扑克 中 , 
谁 先 叫 牌 〈 也 就 是 A )， 谁 就 会 平均 每 局 输 掉 1/9 欧元 。 

关于 这 种 微型 扑克 的 更 多 细节 ， 可 以 参看 比尔 ' 陈 和 杰 罗 德 : 安 肯 上 曼 在 2013 
年 由 出 版 社 Micro-Application 发 行 的 书 《 高 等 扑克 数学 》( Poker Maths Sup )。 

随机 性 似乎 在 扑克 游戏 中 扮演 了 重要 的 角色 ， 有 时 我 们 也 会 认为 没有 “ 优 
秀 ” 的 玩家 ， 只 有 “运气 好 ”的 玩家 。 擅 长 玩 扑 克 的 人 却 持 相反 的 观点 : 聪明 
的 玩法 是 存在 的 。 然 而 也 有 别 的 玩法 ,如 果 坚 持 足 够 多 局 的 话 ,那么 你 肯定 会 输 。 
在 某 些 禁止 纯粹 博彩 游戏 的 国家 中 ， 这 样 的 讨论 对 于 是 否 允 许 在 线 扑克 游戏 有 
着 实 实在 在 的 重要 影响 。 法 国 的 法 律 是 这 样 定义 博彩 的 :“ 博 彩 即 需 要 付款 的 游 
戏 , 其 中 为 了 赢 取 游戏 所 需 的 运气 成 分 要 远大 于 技巧 成 分 以 及 综合 智慧 的 成 分 。 
法 国 的 多 项 司法 判决 将 扑克 归 和 人 了 博彩 的 范畴 。 但 在 2013 年 ， 图 卢 效 法 院 做 出 
了 相反 的 判决 。 最 终 ， 法 国 最 高 法 院 果断 介入 ， 仍 将 扑克 认定 为 博彩 。 

但 法 国 最 高 法 院 搞 错 了 ， 多 项 科学 研究 表明 ， 技 术 和 智慧 在 扑克 游戏 中 有 
着 重要 的 地 位 。 美 国 芝 加 哥 大 学 的 史 带 文 ， 莱 维特 和 托马斯 迈 尔 斯 针对 这 个 
问题 进行 了 一 项 决定 性 的 研究 ( 见 参考 文献 )。 
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B AKQ 扑克 的 博 蛮 论 


在 这 个 非常 简单 的 游戏 中 ， 大 部 分 情况 很 容易 分 析 。 如 果 玩 家 A 
拿 到 3 号 牌 ， 那 么 他 应 该 跟 注 ， 因 为 他 不 可 能 输 。 但 有 两 种 情况 需要 更 
精确 的 分 析 : 如 果 玩 家 A 拿 到 1 号 牌 ， 那 么 他 可 能 认为 玩家 了 B 拿 着 2 
号 牌 ， 然 后 尝试 加 注 来 虚 张 声势 ; 如 果 A 加 注 了 ， 而 且 B 拿 的 是 2 号 
牌 ， 那 么 B 就 会 怀疑 A 到 底 在 虚 张 声势 ， 还 是 真 的 拿 着 3 号 牌 ， 于 是 ， 
B 不 确定 接 下 来 要 怎么 做 一 一 加 注 还 是 放弃 ? 

分 析 这 个 游戏 ( 见 框 3) 得 出 的 结论 并 不 显然 ， 当 A 拿 着 1 号 牌 
的 时 候 ， 他 应 该 随机 在 1/3 的 情况 下 加 注 〈 就 像 石 头 、 剪 刀 、 布 那样 ); 
当 B 拿 着 2 号 牌 而 A 加 注 时 ，B 也 应 该 随机 在 1/3 的 情况 下 加 注 。 

这 样 玩 的 话 ， 在 一 连 串 的 游戏 中 ， 玩 家 有 时 作为 A、 有 了 时 作为 B 来 
对 局 ， 平 均 来 说 不 可 能 被 打败 。 

这 个 混合 策略 是 最 优 的 ,对 应 着 所 谓 的 “纳什 均衡 ”。 值 得 一 提 的 是 ， 


























的 不 同 ， 这 种 做 法 并 不 是 心理 上 的 宋 略 ， 而 是 一 位 优秀 玩家 从 数学 上 仔 
细 人 研究 了 游戏 之 后 ， 所 做 出 的 完全 理性 的 行为 : 博弈 论 告诉 我 们 应 该 虚 
张 声势 ， 而 且 指 示 了 应 该 以 什么 概率 虚 张 声势 。HULHE 扑克 的 情形 也 


差不多 ， 只 是 要 复杂 得 多 。 











B 真正 的 最 优 解 ? 


在 这 里 ， 我 们 要 注意 这 类 绪 采 的 一 个 微妙 之 处 ， 特 别 是 针对 最 优 策 
Wt Cepheus 的 计算 。 如 采 一 位 玩家 玩 得 很 糟 糙 ， 总 是 重复 同样 的 错误 ， 
那么 对 于 有 时 候 能 观察 到 这 一 点 , 并 尝试 从 中 获 利 。 在 “石头 、 勇 刀 \ 布 ” 
游戏 中 ， 如 果 你 的 对 手 总 是 出 石 涉 ， 那 么 显然 你 一 直 出 布 的 话 就 能 大 谨 
符 左 。 你 用 的 不 再 是 最 优 的 概 座 性 荣 略 ， 而 是 冒 着 对 手 醒 恒 过 来 ， 然 后 
利用 你 总 是 出 布 来 蜂 你 的 风险 ， 但 如 果 对 手 坚 持 出 石头 的 话 ， 那 么 你 一 
直 出 布 肯 年 要 比 “ 最 优 ” 混 合 策略 局 得 更 多 。 
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真实 情况 可 能 会 比 这 个 更 加 复杂 。 对 于 “石头 .剪刀 \ 布 ”类 的 游戏 ， 
克 劳 德 . 香农 和 一 个 人 工 智能 程序 分 别提 出 了 不 同 的 游戏 策略 ， 能 以 明 
显 优 势 战胜 人 类 玩家 。 这 些 程序 会 辨认 出 玩家 策略 的 规律 并 加 以 利用 ， 
它们 的 策略 当然 不 是 博弈 论 中 的 最 优 策 略 ， 而 是 基于 分 析 对 手 如 何 连 续 
选择 而 提出 的 一 种 更 精妙 的 方法 。 博 硅 论 能 让 我 们 找到 ( 在 统计 意义 上 ) 
永远 不 会 输 的 混合 策略 。 这 当然 是 好 事 ， 但 我 们 可 以 做 得 更 好 。 通 过 分 
析 之 前 的 对 局 , 并 采用 自 适 应 算法 , 我 们 能 从 对 手 可 被 察觉 到 的 弱点 中 ， 
占 到 尽 可 能 多 的 便宜 。 

没有 任何 数学 方法 能 定义 并 计算 出 ， 到 底 什 么 策略 能 尽 可 能 快 地 利 
用 能 被 辨认 出 的 对 手 弱 点 。 在 现实 的 “石头 、 剪 刀 、 布 ”游戏 或 扑克 对 
局 中 ， 要 想 玩 得 好 ， 就 要 有 这 方面 的 考虑 。 

完 说 清楚 ， 如 果 坚 持 执 行 坏 策 略 ( 也 就 是 可 以 被 分 析 并 被 利用 的 束 
WE) 的 多 名 人 类 玩家 ， 以 循环 赛 形式 对 抗 最 近 更 新 的 最 优 策略 Cepheus, 
或 者 其 他 冒 着 风险 利用 玩家 弦 点 的 生 略 ， 那 么 Cepheus ES M 
句 话说 ，Cepheus 在 双人 对 抗 中 不 可 能 被 任何 人 打败 ， 但 在 一 场 多 玩家 
参与 并 先后 两 两 对 决 的 比赛 中 ，Cepheus 的 平均 收益 很 可 能 低 于 之 前 提 
到 的 Polaris 等 程序 一 一 后 者 的 构想 基础 就 是 根据 遇 到 对 局 者 来 自我 调 
整 ( DLHE 2 )。 

当 信 息 不 完全 而 又 有 随机 因素 时 ， 一 切 都 变 得 复杂 而 微妙 ， 面 对 各 
种 试探 性 的 方法 和 不 断 完 善 的 人 工 智 能 ， 数 学 理论 还 没有 找到 能 一 锤 定 
HE. 
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扑克 牌 的 数学 魔术 


想 要 展现 精彩 的 扑 元 魔术 表演 ， 你 需要 有 一 双 灵 巧 的 手 ， 或 者 有 关 
德 布 鲁 因 序列 的 知识 。 


魔术 师 拿 出 了 一 组 32 张 扑 克 牌 ， 将 它 交 给 一 位 观众 检查 ， 观 众 认 
为 没有 异常 : 这 组 牌 既 不 是 每 张 都 一 样 ， 也 没有 明显 的 排列 规律 。 在 仔 
细 观 察 之 后 , 观众 确认 这 是 一 组 完整 的 牌 ~”。 然 后 , 魔术 师 请 一 位 观众 切 
HO. 拿 出 最 底下 的 一 张 牌 , 并 将 这 丢 牌 传 给 右边 的 观众 ; 后 者 同样 拿 出 
最 底下 的 牌 ， 然 后 传 给 自己 右边 的 人 ， 以 此 类 推 。 当 观众 一 共 拿 出 $ 张 
牌 之 后 ， 剩 下 的 牌 被 放 在 桌 上 ， 谁 也 不 许 再 碰 。 这 时 魔术 师 说 ， 他 接 下 
来 要 进行 多 重 的 思想 传输 ， 请 $ 位 拿 着 牌 的 观众 专注 于 手 上 的 牌 ， 不 要 
被 任何 人 看 到 ， 他 会 猜 出 这 五 张 牌 是 什么 。 

魔术 师 闭 上 双眼 ， 集 中 精神 。 过 了 几 秒 钟 ， 他 面 有 难 色 地 说 :“ 我 
猜 不 到 , 有 干扰 ,我们 现在 要 将 思想 传输 拆 分 一 下 , 先 来 考虑 黑色 有 牌 ( 黑 
桃 或 梅花 )。 你 们 当中 拿 着 黑 牌 的 人 请 站 起 来 ， 重 新 将 精神 集中 到 手中 
的 扑克 牌 上 。” 第 一 位 和 第 三 位 观众 站 了 起 来 ,尝试 用 思想 传输 牌 的 映像 。 

十 秒 钟 后 ， 魔 术 师 发 话 了 :“ 好 了 ， 这 位 先生 ， 你 手 上 的 牌 是 黑 桃 
10， 而 另 一 位 拿 着 的 牌 是 梅花 A。 另 外 ， 我 现在 能 对 之 前 收 到 的 第 一 股 
精神 流 解码 了 ， 另 外 3 张 牌 是 红心 A、 方 块 8 和 红心 9。” 一 张 不 差 | 
5 位 观众 将 选 出 的 5 张 牧 展示 给 所 有 观众 ， 它 们 的 确 是 104，Aw，Aw， 
8e, 9v, 


当然 ， 思 想 传输 是 不 存在 的 。 这 个 魔术 是 纯粹 的 数学 魔术 。 你 看 出 
£5[] png? 





























OD 这 里 指 的 是 法 国 常用 ( 比如 在 勃 洛 特 游戏 中 ) 的 一 组 扑克 , 只 有 四 种 花色 的 A、K、 
Q, J, 10,9, 8, 7, 4:32 张 牌 。 一 一 译 者 注 
D 切 牌 指 的 是 将 牌 分 成 两 于， 然后 将 下 面 一 县 放 到 上 面 一 琶 的 上 方 。 一 一 译 者 注 
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m 尼 主 拉 斯 : 德 布 鲁 因 的 序列 


答案 就 在 荷兰 数学 家 尼古拉斯 - 震 弗 特 . 德 布 鲁 因 ( 也 叫 迪 克 … f 
布 鲁 因 ) 研究 过 的 一 个 数学 概念 之 中 。 这 位 数学 家 出 生 于 1918 4E, F 
2012 年 逝世 ， 他 的 研究 工作 主要 关于 图 论 、 分 析 、 非 周期 性 镶嵌 、 自 
动 定理 证 明 的 方法 和 今天 被 称 为 “ 德 布 鲁 因 序列 ”的 数列 ， 用 这 些 序列 
就 能 解 开 上 面 介绍 的 奇妙 的 扑克 魔术 。 

但 这 些 序列 和 相关 的 图 在 数学 和 应 用 上 的 重要 性 远 远 超出 了 魔术 领 
域 ， 因 为 这 些 概念 在 生物 信息 学 中 也 占有 一 席 之 地 ， 在 将 脱氧 核糖 核酸 
(以 下 简称 DNA ) 测序 仪 分 解 出 来 的 众多 短小 的 遗传 序列 重新 拼 起 来 的 
时 候 ， 它 们 就 能 派 上 用 场 。 





























师 的 表格 


1.1555 


如 果 你 将 32 张 一 套 的 扑克 牌 按 照 8e 0v KY 7v 109749 QY 96 Ja JY 9 7% Qo 
10v 9^ K* QA% K^ 10% Ke 8V A4 84 Q6 74 7^ A^ 8^ Je 10^ AY Ad 的 顺序 排 好 ， 
那么 对 于 连续 的 五 张 牌 ， 只 要 知道 它们 的 颜色 ( 黑色 或 者 红色 )， 束 能 知道 这 些 
牌 是 什么 。 这 就 是 文章 中 提 到 的 魔术 的 关键 所 在 。 

这 个 表格 能 让 我 们 实现 这 个 魔术 。 根 据 黑色 和 红色 组 成 的 五 元 组 C 左 列 中 
的 32 种 可 能 性 )， 表 格 能 告诉 你 它们 代表 的 那 五 张 牌 。 
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帮助 我 们 做 到 这 一 
如 果 在 末尾 加 上 1 不 会 得 到 一 个 已 经 见 

复 这 一 步 ， 也 就 是 说 ， 只 有 在 没有 选择 的 时 候 才 在 末尾 加 上 0。 
但 实际 上 它 的 确 可 行 
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算 德 布 鲁 因 序 列 的 算法 


利用 德 布 鲁 因 图 的 方法 ， 我 们 能 找到 所 有 德 布 鲁 因 序 列 ， 甚 至 能 算出 它们 
多 少 种 。 但 有 时 候 ， 我 们 只 需要 一 个 德 布 鲁 因 序列 ， BARI POPRA” RÉ 
点 。 我 们 用 n= 4 的 例子 解释 这 种 方法 。 从 0000 开始 ; 
EL 过 的 四 元 组 ,那么 


这 个 方法 的 可 行 


性 并 不 显然 ， 


J 
Ld 


7N 
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而 M. A. 马丁 在 1934 年 就 证 明了 这 一 点 。 





就 加 上 1, 否 则 就 加 上 0; 
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OFTA n 88117 ), 


出 发 点 : 0000 

在 末尾 加 上 1: 00001 

在 末尾 加 上 1: 000011 

在 末尾 加 上 1: 0000111 

在 末尾 加 上 1: 00001111 

在 末尾 加 上 0: 000011110 ( 如果 加 上 1 会 得 到 之 前 见 过 的 四 元 组 1111) 

在 末尾 加 上 1: 0000111101 

在 末尾 加 上 1: 00001111011 

在 末尾 加 上 0: 000011110110 ( 如果 加 上 1 会 得 到 之 前 见 过 的 四 元 组 0111 ) 
在 末尾 加 上 0: 0000111101100 ( 如果 加 上 1 会 得 到 之 前 见 过 的 四 元 组 1101 ) 
在 末尾 加 上 1: 00001111011001 

在 末尾 加 上 0: 000011110110010 ( 如果 加 上 1 会 得 到 之 前 见 过 的 四 元 组 0011 ) 
在 末尾 加 上 1: 0000111101100101 

这 就 给 出 了 4 阶 的 德 布 鲁 因 序列 : 0000111101100101 





我 们 思考 一 下 那个 需要 $ 位 观众 的 扑克 牌 魔 术 。 你 大 概 已 经 发 现 了 ， 
整 琶 牌 从 来 没有 被 洗 过 ， 只 是 被 人 检查 过 , 然后 第 一 位 观众 进行 了 切 牌 。 
5 位 观众 并 没有 独立 选择 这 5 张 牌 ， 而 是 选择 了 5 张 连续 的 牌 ， 它 们 是 
由 第 一 位 观众 的 切 牌 决定 的 ， 当 然 ， 我 们 不 知道 他 是 怎么 切 牌 的 。 

这 个 魔术 的 技巧 让 魔术 师 知 道 ，5 位 观众 中 分 别 由 谁 拿 到 了 红牌 或 
墨 牌 。 拿 到 黑 牌 的 观众 有 可 能 一 位 也 没有 ， 也 有 可 能 有 一 位 、 两 位 ， 等 
等 。 魔 术 师 知道 的 不 仅仅 是 人 数 ， 还 有 到 底 是 谁 拿 到 了 黑 牌 ， 又 是 谁 使 
到 了 红牌 。 这 里 一 共有 32 种 可 能 性 : 第 一 位 观众 可 能 拿 到 红牌 或 黑 牌 
(2 种 情况 )， 第 二 位 观众 同 理 〈2 种 情况 )， 如 此 等 等 ， 最 后 一 共有 2 x 
2 x 2 x 2 x 2= 32 种 不 同 的 情况 。 下 面 就 古 这 些 情况 的 列表 : 
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红 红 红 黑 黑 一 红 红 红 黑 红 一 红 红 红 红 黑 一 红 红 红 红 红 
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借 看 花言巧语 , 魔术 师 知 道 了 32 种 五 元 组 中 到 底 哪 个 是 正确 的 (上 
面 以 粗 体 表示 )。 魔 术 用 到 的 这 套 32 张 扑 克 牌 ， 预 先 按照 特定 的 顺序 排 
好 (后 文 会 细 说 )， 我 们 有 32 种 方法 对 这 32 张 牌 进行 切 牌 。 魔 术 师 不 
知道 切 牌 的 具体 位 置 ， 而 这 就 是 他 需要 得 知 的 信息 。 简 单 来 说 ， 魔 术 师 
在 表演 魔术 的 过 程 中 ， 得 到 了 在 32 个 元 素 中 出 现 了 哪 一 个 元 素 的 信息 
(相当 于 5 比特 的 信息 )， 这 正 是 他 要 弄 清 第 一 位 观众 的 切 牌 位 置 所 需 的 
言 息 


从 信息 量 来 说 ， 这 不 算 什 么 奇迹 : 他 需要 5 比特 的 信息 ( 切 牌 的 位 
置 )， 也 得 到 了 5 比特 的 信息 。 剩 下 的 就 是 要 知道 具体 怎么 做 才能 用 收 
到 的 5 比特 信息 确定 切 牌 位 置 。 现 在 问题 在 于 ， 要 找到 32 张 牌 的 一 个 
次 序 ， 使 得 魔术 师 只 要 知道 5 张 连续 的 牌 的 花色 ( 红色 或 者 黑色 )， 就 
一 定 能 知道 这 5 张 牌 是 什么 ， 也 就 是 第 一 位 观众 的 切 牌 位 置 。 

这 等 价 于 下 面 的 问题 : 找 出 一 个 由 32 个 符号 “ 黑 ” 和 “ 红 ” 组 成 
的 序列 ， 其 中 有 16 个 黑 、16 个 红 ， 而 且 在 序列 中 取出 5 个 连续 元 素 的 
32 种 方法 名 不 相同 ， 正 好 对 应 用 5 个 黑 或 红 符 号 组 成 序列 的 32 种 方法 。 
需要 注意 的 是 ， 当 说 到 连续 的 扑克 牌 时 ， 这 里 指 的 是 在 取出 一 县 牌 中 的 
最 后 一 张 牌 之 后 ， 目 然 要 回 到 第 一 张 牌 ， 所 以 ， 第 30、 第 31、 第 32、 
第 1 和 第 2 张 牌 就 相当 于 五 张 连续 的 扑克 牌 。 

这 个 问题 的 解答 之 一 就 是 红 红 红 红 红 黑 红 红 黑 红 黑 黑 红 红 黑 黑 黑 黑 
黑 红 红 红 黑 黑 红尘 黑 黑 红 黑 红 黑 。 这 样 一 吝 32 个 符号 也 叫 5 阶 德 布 鲁 
KFJ. 在 1946 年 ,尼古拉斯 ， 德 布 鲁 因 正 是 在 寻找 和 人 研究 这 样 的 序列 ， 
当时 他 正在 解决 另 一 位 数学 家 此 前 提出 的 一 个 猜想 。 

















































































二 维 的 德 布 鲁 因 序列 问题 


在 二 维 的 情况 中 ， 德 布 鲁 因 序列 就 变 成 了 “ 德 布 鲁 因 环 面 "。 对 于 n=2， 
由 0 和 1 组 成 的 2 x 2 方 阵 一 共有 16 种 (图 a)。 

现在 的 问题 就 是 ， 有 没有 办 法 在 4 x 4 的 方 阵 中 填 人 0 和 1， 使 得 在 将 它 看 
成 环 面 (将 顶部 和 底部 、 左 边 和 右边 分 别 粘 在 一 起 ) 的 时 候 ， 只 要 考虑 2 x 2 大 
小 的 滑动 窗口 的 所 有 16 种 位 置 ， 就 能 找到 上 面 列 出 的 16 种 2 x 2 方 阵 ? 图 b 
给 出 了 一 种 解答 。 
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如 果 我 们 考虑 的 不 是 2 种 ， 而 是 4 种 符号 的 话 ， 那 么 2 x 2 的 方 阵 就 会 一 
共有 4 2 256 种 可 能 性 ,而 我 们 (至 多 ) 可 以 指望 用 由 16 x 16 方 阵 构 成 的 环 面 ， 
通过 滑动 窗口 的 方式 得 到 在 4 种 符号 的 情况 下 所 有 可 能 的 2 x 2 方 阵 。 网 c 用 
颜色 给 出 了 一 种 解答 。 

如 果 我 们 填 入 的 不 是 四 种 颜色 ， 而 是 用 四 种 将 正方 形 沿 对 角 线 分 割 再 涂 上 
黑白 色 的 方法 ， 那 么 我 们 就 得 到 了 一 个 有 趣 的 抽象 图 (图 d )。 

这 样 的 曲面 密 铺 有 现实 应 用 的 意义 。 在 一 个 画 满 这 种 图 案 的 房间 中 ， 机 器 
人 仅 赁 观察 脚下 的 四 个 方 格 ， 再 利用 一 个 合适 的 表格 〈 就 像 魔术 师 偷偷 用 的 表 
格 那样 )， 就 能 知道 自身 的 确切 位 置 。 


a 
b C d 
Á 
Eg s 





























a 用 2” 张 牌 玩 魔术 


我 们 一 会 儿 再 解释 怎样 才能 找到 这 些 序 列 。 我 们 先 人 研究 一 般 的 情况 ， 
其 中 观众 不 止 5 名 ， 而 是 有 n 名 ， 用 到 的 牌 组 一 共有 2 张 牌 。 

我 们 先 检查 之 前 提 到 的 序列 ( 见 框 1) 是 否 正 确 : 如 果 取 出 5 个 连 
续 符 号 (一 共有 32 种 方法 ), 那 么 我 们 能 得 到 之 前 枚 举 过 的 32 种 五 元 组 ， 
每 种 恰好 出 现 一 次 。 在 人 研究 如 何 得 到 这 样 的 32 个 黑 和 红 符 号 的 序列 之 
前 ， 我 们 先 来 解释 这 个 魔术 是 怎样 进行 的 。 利 用 这 一 串 32 个 黑 和 红 符 
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号 的 序列 ， 我 们 选择 32 张 牌 的 一 种 排列 ， 使 得 花色 与 符号 对 应 。 有 许 
多 种 排列 都 满足 这 个 条 件 ， 但 我 们 只 取 一 种 ， 之 后 就 不 改动 了 。 

HEA, 8e 9Y KY 7* 104 J QY 94 Je Jv 9% 7% Q+ 10v 94 K Q^ K^ 
10% K+ 8Y Ae 86 Q^ 74 7^ A^ 8% Je 10^ AY AS, 


根据 第 一 位 观众 切 牌 的 位 置 ， 接 下 来 的 5 张 牌 (也 就 是 5 位 观众 拿 
到 的 牌 ) 就 决定 了 一 串 红 色 和 黑色 的 序列 ， 不 仅 让 魔术 师 能 够 得 知 切 牌 
的 位 置 ， 而 且 给 他 指出 了 观众 手中 具体 的 牌 。 

我 们 看 一 下 之 前 描述 这 个 魔术 时 用 到 的 例子 。 观 众 1 和 3 拿 着 黑 牌 ， 
于 是 5 位 观众 的 情况 就 是 黑 红 黑 红 红 。 唯 一 能 产生 这 个 序列 的 切 牌 就 是 
黑 桃 10 位 于 牌 受 第 一 张 的 情况 : 104 AY Ae 84 Ov KY 7v 104 Je QY 94 
Je Jv 9% 7% Qe 10v 94 K& Q% K^ 10% K+ SY A+ 84 QA 76 76 A^ 8% J+, 
于 是 那 55K 104 AV A 84 9V, 


在 实际 操作 时 ， 魔 术 师 可 以 先 记 住 预先 选择 的 牌 序 ， 然 后 心算 出 切 
牧 的 位 置 。 这 不 太 容 易 ， 他 也 可 以 信 助 一 张 不 算 大 但 包含 了 所 有 结 琳 的 
表格 ( 见 框 1 )。 魔术 师 可 以 将 表格 偷偷 放 在 一 个 只 有 目 己 能 看 到 的 地 
方 一 一 要 么 写 在 纸 条 上 握 在 手心 里 ， 要 么 贴 在 外 套 里 侧 ， 要 么 贴 在 表演 
中 用 到 的 某 个 道具 上 。 























B 用 一 张 图 理解 一 切 


还 有 一 个 问题 ， 怎 么 找到 尼古拉斯 . 德 布 鲁 因 的 那些 序列 ? 

我 们 用 到 的 是 这 个 序列 : 

红 红 红 红 红 黑 红 红 黑 红 黑 黑 红 红 漂 黑 黑 黑 黑 红 红 红 黑 黑 红 黑 黑 尖 红 
黑 红 黑 

WRH 1 代 符 黑 ， 用 0 代 特 红 的 话 ， 就 得 到 了 二 进 制 信 息 : 000001 
00101100111110001101110101 

怎么 才能 找到 这 样 的 序列 ， 或 其 他 能 让 我 们 扩展 这 个 魔术 的 序列 ? 
比如 扩展 到 6 位 观众 以 及 一 套 64 张 牌 。 

我 们 需要 一 种 能 将 问题 以 图 的 形式 表示 出 来 的 方法 ， 并 借 此 得 到 一 
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个 通用 解法 ,来 证 明 对 于 所 有 n, E n 阶 的 德 布 鲁 因 序列 。 要 解释 
这 个 方法 ,用 4 位 观众 和 只 有 16 张 的 一 套 牌 来 解释 会 比较 简单 ( 比方 说 ， 
只 用 红心 和 黑 桃 花色 的 牌 ) ERMEE 4 位 观众 牌 的 花色 之 后 ， 就 能 
















































得 到 4 比特 的 信息 ， 这 让 他 能 得 知 16 张 牌 的 切 牌位 置 ， 因 为 这 也 能 
4 比特 的 信息 来 确定 。 
n=4 左 图 能 让 我 们 找到 所 有 4 阶 
EN 的 德 布 鲁 因 序列 。 它 有 8 个 顶点 ， 
Cir) 都 是 由 0 和 1 组 成 的 全 部 8 个 三 
元 组 。 对 于 每 一 个 三 元 组 abc, 我 
N 们 都 能 画 出 一 条 指 回 三 元 组 bed 
的 边 (abc 的 最 后 两 个 符号 跟 bed 
的 前 两 个 符号 相同 )。 在 从 abc 到 
/ bcd 的 边 上 ， 记 上 符号 do XPP H 
C 图 方法 保证 了 每 个 顶点 都 有 两 条 边 
F 指向 其 他 顶点 ， 同 时 也 有 两 条 边 指 向 

Com 它 。 边 的 数目 一 共 是 16 条 。 

如 果 跟 着 一 系列 箭头 找到 从 一 个 顶点 走 到 另 一 个 顶点 的 路 径 ， 就 构 
造 了 一 串 由 0 和 1 组 成 的 有 限 序列 。 比 如 ， 从 上 面 的 顶点 110 开始 ， 经 
过 100、001 和 011， 最 后 返回 110。 给 定 这 条 路 径 ， 我 们 可 以 指定 它 对 
应 的 紧凑 记号 ， 在 这 里 就 是 1100110， 方 法 是 逐个 列 出 顶点 的 三 元 组 ， 
但 不 能 取 两 个 相 邻 顶点 之 间 重 复 的 两 个 符号 (用 蓝 色 标记 ): 110-100- 
001-011-110 一 1100110。 

现在 ， 要 找到 一 个 4 阶 德 布 鲁 因 序列 ， 相 当 于 找到 一 条 会 回 到 出 发 
点 的 路 径 (或 者 说 “回路 ”)， 同 时 要 经 过 所 有 边 恰 好 一 次 。 

回路 经 过 网 中 的 每 个 顶点 恰好 两 次 ,因为 每 个 顶点 都 引出 了 两 条 边 。 
这 样 的 回路 就 给 出 了 一 个 德 布 鲁 因 序列 ， 因 为 如 果 我 们 写 出 该 回路 的 紧 
凑 记 号 ， 那 么 其 中 就 包含 了 所 有 由 0 和 1 组 成 的 四 元 组 。 这 是 因为 回路 
经 过 每 个 顶点 (三 元 组 ) 两 次 ， 一 次 会 经 由 0 的 边 ， 男 一 次 则 会 经 由 I 
的 边 。 每 个 四 元 组 只 会 出 现 一 次 ， 否 则 回路 就 会 通过 同一 条 边 两 次 。 
我 们 来 看 个 例子 。 假 设 回路 顺 次 经 过 顶点 000-000-001-011-110- 
100-001-010-101-011-111-111-110-101-010-100, 那么 , 它 的 紧凑 记号 
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就 是 4 阶 德 布 鲁 因 序列 0000110010111101, 

不 难 验证 ， 如 果 考 虑 其 中 所 有 连续 的 4 个 符号 的 话 ， 那 么 能 得 到 由 
4 个 0 或 者 1 组 成 的 全 部 16 种 序列 ， 顺 序 如 下 : 0000-0001-0011-0110- 
1100-1001—0010—-0101—1011-0111—1111—1110—1101—1010—0100-1000. 


我 们 差不多 证 明 了， 用 这 种 方法 ， 对 于 所 有 的 n 部 能 找到 阶 的 德 
布 鲁 因 序列 。 接 下 来 只 需要 用 到 图 论 中 一 个 由 羔 帅 哈 德 . 欧 拉 证 明 的 著 


名 结论 : 























欧 拉 定理 

当 且 仅 当 : 

口 有 向 图 是 连通 的 (对 于 任意 两 个 顶点 ， 总 能 找到 一 条 通过 有 向 边 的 
路 径 将 它们 连 起 来 )， 且 

OQ 对 于 每 个 顶点 来 说 , 指向 它 的 边 的 数目 都 等 于 由 它 出 发 的 边 的 数目 。 

某 个 有 向 图 中 存在 一 个 经 过 所 有 有 向 边 恰 好 一 次 的 回路 (又 叫 “ 欧 拉 

回路 ”)。 





n = 2, 3, 4, 5 的 德 布 鲁 因 图 和 德 布 鲁 因 序列 





德 布 鲁 因 图 让 我 们 能 找到 那些 长 度 为 n 的 滑动 窗口 包含 的 所 有 由 个 数字 
0 或 者 1 组 成 的 可 能 序列 。 这 样 由 0 和 1 构成 的 序列 又 叫 作 “n 阶 德 布 鲁 因 序列 ”。 

寻找 这 些 序 列 ， 相 当 于 在 德 布 鲁 因 图 中 寻找 欧 拉 回路 ， 也 就 是 一 条 最 终 回 
到 出 发 点 的 路 径 ， 路 上 恰好 经 过 一 次 图 中 的 每 条 边 。 在 图 中 ， 每 个 顶点 和 癌 外 发 
出 两 条 边 ， 又 有 两 条 边 指 问 它 。 这 就 确保 了 对 于 所 有 的 n 都 能 找到 这 样 的 欧 拉 
回路 ， 于 是 也 必定 存在 相应 的 德 布 鲁 因 序列 。 

对 于 n= 3， 欧 拉 回 路 11-11-10-01-10-00-00-01 给 出 了 (只 看 每 一 对 的 第 
一 个 字符 ) 德 布 鲁 因 序列 11101000。 当 考虑 这 个 序列 上 长 度 为 3 的 窗口 时 ( 假 
设 序列 本 身 会 绕 回 开头 )， 我 们 就 能 得 到 所 有 由 0 和 1 组 成 的 长 度 为 3 的 序列 : 

11101000 一 三 元 组 111 

11101000 — 三 元 组 110 

11101000 一 三 元 组 101 

11101000 一 三 元 组 010 

11101000 一 三 元 组 100 
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11101000 一 三 元 组 000 

11101000 一 三 元 组 001 

11101000 一 三 元 组 011 

下 面 是 4 阶 德 布 鲁 因 序列 的 例子 : 0000110010111101, 

然后 是 5 阶 的 例子 〈 也 就 是 在 魔术 中 用 到 的 那个 序列 ， 对 应 网 中 的 欧 拉 回 
路 ): 00000100101100111110001101110101. 

还 有 6 阶 的 例子 ( 相关 的 图 就 省 略 了 ): 000000100010111111011101011000 
1111001100100101010011100001101101。 








m Kijo 


对 于 上 述 这 些 网 来 说 ， 它 们 满足 定理 的 第 二 个 条 件 ， 因 为 从 每 个 顶 





点 都 有 两 条 边 出 发 ， 同 样 有 两 条 边 指 问 它 。 第 一 个 条 件 就 需要 一 点 思考 
T: Mabe 开始 (也 就 是 n=4 的 情况 )， 我 们 能 到 达 efe 吗 ” 当 然 可 以 ， 
只 需要 沿 着 abc、bce、cef、efg 这 些 边 就 可 以 了 。 对 于 任意 的 nn 来 说 ， 
这 个 想法 也 没 问题 。 

德 布 鲁 因 图 满足 欧 拉 定 理 的 条 件 ， 因 此 它们 都 拥有 欧 拉 回路 ;也 就 
是 说 ， 对 于 所 有 正 整 数 n， 都 存在 7 阶 的 德 布 鲁 因 序列 。 结 论 束 是 ,无 
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En 是 多 少 ， 我 们 都 能 用 一 套 > 张 牌 完成 一 个 由 到位 观众 人 参与 的 同类 
麻 术 。 欧 拉 回 路 让 我 们 对 任意 的 n 都 能 找 出 n 阶 的 德 布 鲁 因 序列 ， 而 且 
能 找到 所 有 这 类 序列 。 这 让 我 们 能 够 计算 这 些 序列 的 个 数 ， 一 共 恰 好 有 
2 

关于 德 布 鲁 因 图 、 德 布 鲁 因 序列 以 及 它们 的 变 体 ， 人 们 证 明了 许多 
结果 ， 而 这 些 结果 大 有 用 人 处， 比如 在 机 大 人 学 ( 见 杠 3 ) 中 ， 又 或 者 在 
基因 测序 领域 中 用 于 将 机 需 解 码 出 的 大 量 短 序 列 拼 合 起 来 ， 以 得 到 诸如 
整个 染色 体 序 列 ( 见 框 5 )。 





























德 布 鲁 因 图 在 基因 组 组 装 中 的 应 用 


国 

DNA 是 由 四 种 碱 基 ( 由 字母 A、G、C、T 表 示 ) 组 成 的 长 链 聚 合 物 〈 基 
因 或 者 染色 体 ， 等 等 )，DNA 测序 仪 会 从 中 抽取 并 产生 大 量 的 短 序列 ， 而 这 些 
短 序列 会 有 一 些 共同 的 部 分 ， 这 些 部 分 决定 了 正确 的 组 麦 方式 。 有 时 候 一 条 短 
序列 可 以 跟 几 条 不 同 的 短 序列 组 厂 在 一 起 ， 于 是 我 们 就 碰 上 了 一 个 巨大 的 难题 : 
为 了 决定 唯一 的 完整 长 序列 ， 我 们 必须 用 到 测序 仪 产生 的 所 有 短 序列 。 

AIHER 佩 夫 斯 纳 、 汤 海 担 和 迈克 尔 : 沃 特 曼 的 工作 开始 ， 这 些 规模 庞 
大 的 组 合 问题 的 解决 方法 就 建立 在 类 似 框 3 涉及 的 图 中 对 欧 拉 路 径 的 搜索 之 上 。 
这 些 图 (上 面 就 有 一 个 例子 ) 的 顶点 是 机 融 给 出 的 短 序列 ， 而 边 则 指示 了 拥有 
共同 部 分 的 一 对 序列 ( 因为 其 中 一 个 序列 的 开头 就 是 为 一 个 序列 的 结尾 ) 将 这 
些 序列 组 疙 起 来 ， 就 相当 于 在 图 中 寻找 欧 拉 路 径 。 在 测序 仪 给 出 的 结 末 中 出 现 
的 一 些 错 误 ， 计 问题 本 里 变 得 更 困难 。 红 色 的 字母 表示 测序 中 出 现 错误 的 地 方 。 
这 些 基 于 德 布 鲁 因 图 的 组 六 算法 的 应 用 是 测序 历史 上 的 一 个 里 程 碑 。 今 天, 仍 
然 有 不 少 工作 致力 于 完善 这 些 方法 。 























































CGTA GTAG >| TAGG |> AGGG >| CCCT 上 | CCTA 





m 
Sut 





TACT > ACTA j> CTAT 


TGCT 
ATGA > TGAC > GACC > ACCA 
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佩 尔 西 . 迪 亚 科 尼 斯 和 葛 立 恒 写 了 一 本 很 有 趣 的 书 ， 叫 《 广 法 数 
学 一 一 大 奢 术 的 数学 灵魂 》( 见 参考 文献 )， 书 中 用 了 3 章 来 介绍 基于 德 
布 鲁 因 序列 的 魔术 ， 还 叙述 了 这 些 序列 的 其 他 几 个 应 用 。 

在 该 书 中 ， 我 们 还 能 找到 本 章 开 头 提 到 的 魔术 的 历史 故事 。 这 一 点 
很 有 趣 ， 因 为 这 些 故 事 说 明了 ， 在 数学 家 插手 之 前 ， 人 们 早已 明白 这 个 
魔术 的 核心 想法 ， 只 是 在 实践 时 还 不 太 完 美 。 

这 个 魔术 的 初版 是 由 查尔斯 ， 乔丹 在 1919 年 首次 披露 的 ， 他 是 美 
国 加 利 福 尼 亚 州 的 一 位 农场 主 和 养 鸡 专业 户 ， 同 时 也 发 明 、 出 售 一 些 魔 
术 表 演 。 这 个 初版 并 不 完美 : 魔术 师 用 的 虽然 是 一 套 32 张 的 牌 ， 但 参 
与 的 观众 却 是 6 位 而 不 是 5 位 。 于 是 ， 纸 牌 应 该 没有 依据 德 布 鲁 因 序 列 
来 排列 。1930 年 ， 另 外 两 位 魔术 发 明 家 威廉 MN T. 修 奇 : 赖 特 给 
出 了 这 个 魔术 的 一 个 有 趣 的 变 体 。 在 其 中 用 的 是 一 套 52 张 的 牌 ， 然 后 
需要 询问 抽 到 三 张 前 后 相连 的 有 牌 的 观众 ， 他 们 有 牌 的 花色 是 红心 、 方 块 、 
黑 桃 还 是 梅花 。 在 得 到 这 6 比特 (每 个 回答 2 比特 ) 的 信息 之 后 ， 魔 术 
师 就 能 知道 在 52 张 牌 中 切 牌 的 具体 位 置 〈 这 需要 5.7 ERBEN. FR 
术 师 甚至 可 以 用 一 套 64 张 的 牌 ( 这 就 需要 恰好 6 比特 的 信息 ) 来 完成 

要 对 这 个 魔术 的 变 体 进行 数学 分 析 ， 我 们 需要 利用 由 4 个 符号 组 成 
的 符号 序列 。 这 正 是 先前 的 理论 想 要 解决 的 问题 ， 这 里 考虑 了 更 一 般 的 
情况 ， 也 就 是 包含 下 个 符号 上 且 长 度 为 于 的 序列 。 

现在 问题 就 在 于 ， 是 否 存在 这 样 的 符号 序列 (长度 是 尼 )， 当 考虑 
其 中 二 个 连续 元 系 时 ， 能 够 给 出 包含 冯 个 符号 的 所 有 个 序列 9? 答案 
仍然 是 肯定 的 。 尼 上 古 拉 斯 : 德 布 鲁 因 本 人 已 经 知道 解答 有 多 少 个 了 : 对 
于 所 有 大 于 等 于 1 的 整数 n 和 k, 痢 存在 相应 的 长 度 为 kK 的 德 布 鲁 因 序列 ， 
而 总 数 恰 好 是 ny" n 


















































B 开锁 好 帮手 


德 布 鲁 因 序 列 的 一 个 有 趣 应 用 就 是 用 来 打开 那些 不 需要 按 “ 局 动 ” 
按钮 的 4 位 数字 门 锁 一 一 只 要 最 后 输入 的 4 位 数字 正确 , 门 锁 就 会 开局 。 
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初 看 上 去 ,“ 暴 力 破解 ”这 种 门 锁 需 要 洽 试 10 000 种 数字 组 合 。 如 
果 我 们 按 顺 序 0000, 0001, 0002, …, 9999 一 个 接 一 个 输入 这 些 组 合 的 话 ， 
那么 就 需要 按 下 40 000 次 键盘 。 但 如 果 我 们 利用 正确 的 德 布 鲁 因 序列 
的 话 ， 那 么 只 需要 按 10 003 F: FPAJA 5310000 下 ， 然 后 再 输入 
序列 最 开头 的 3 位 数字 ， 就 完成 了 整个 循环 。 

数学 家 仍 在 继续 对 德 布 鲁 因 序列 进行 研究 ， 并 证 明了 不 少 结论 ,我 
们 在 这 里 讲 两 个 最 近 的 进展 。 

2011 年 ， 韦 罗 妮 卡 : 比 彻 和 巴 动 罗 … 阿 列 尔 : 埃 贝 提出 了 一 个 问题 : 
如 果 给 定 一 个 包含 个 符号 的 n 阶 德 布 鲁 因 序列 ， 那 么 能 不 能 用 某 种 方 
法 将 它 延 伸 (使 得 长 度 是 原来 的 大 倍 ) 来 得 到 n+ 1 阶 德 布 鲁 因 序列 ? 
他 们 证 明了 : 第 一 ， 如 果 大 > 3， 那 么 答案 总 是 肯定 的 ; Bo. WR k= 
2， 那 么 不 可 能 将 n 阶 德 布 鲁 因 序列 延伸 得 到 n+ 1 阶 序列 ， 但 总 是 可 以 
将 其 延伸 得 到 n++2 阶 序 列 。 


长 度 为 n 的 窗口 在 由 0 和 1 组 成 的 序列 上 滑动 ， 得 到 所 有 长 度 为 n 
的 可 能 序列 ( 这 就 是 在 符号 0 和 1 上 的 阶 德 布 鲁 因 序列 的 定义 ), 与 
其 如 些 ， 我 们 不 如 用 相同 的 滑动 窗口 仅 得 到 由 0 和 1 组 成 的 不 太 密 集 
的 序列 ， 比 如 说 那些 至 多 包含 m 个 1 的 序列 。 这 就 是 J D^ PUXS. B. 史 
带 文 斯 和 A. 威廉 斯 在 2011 年 提出 的 问题 。 这 种 长 度 为 n 的 厅 列 一 共有 


C^ +C +…+C" 个 。 

这 是 帕斯卡 三 角形 第 n+ 1 行 的 前 m+ 1 个 数 的 和 。 我 们 知道 ， 帕 斯 
卡 三 角形 第 n+ 1 行 的 第 m+ 1 个 数 就 是 二 项 式 系数 C% =nl/(m! (n-m) 
我 们 能 不 能 像 列 出 所 有 长 度 为 n 的 可 能 序列 那样 ， 以 最 经 济 的 方式 列 出 
所 有 包含 至 多 m 个 1 的 序列 ?也 就 是 说 ， 我 们 能 不 能 在 一 个 长 度 如 上 所 
述 的 序列 中 ， 通 过 长 度 为 n 的 滑动 窗口 得 到 所 有 需要 的 序列 ? 

答案 并 非 一 目 了 然 ， 却 是 肯定 的 : 的 确 存 在 能 列 出 所 有 长 度 为 n 量 
最 多 只 有 m 个 1 的 德 布 鲁 因 序列 。 

人 们 也 研究 了 在 二 维 中 关于 类 似 的 最 经 济 枚 举 问题 的 不 同 版 本 ， 并 
将 其 应 用 到 对 机 需 人 的 研究 中 (C 见 框 3 )。 舞 台 上 的 魔术 和 组 合 难 题 之 
间 的 距离 并 不 遥远 ， 而 人 们 在 此 过 程 中 发 现 的 数学 结果 对 多 个 不 同 领域 
产生 了 始 料 未 及 的 影响 ， 其 中 也 包含 了 实 实在 在 的 应 用 。 
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无 论 在 用 扑 殉 牌 玩 魔术 时 ， 还 是 在 打牌 发 牌 之 前 ， 我 们 都 会 洗 牌 。 
这 样 做 是 为 了 适当 地 打 乱 牌 的 顺序 ， 使 得 发 给 每 个 玩家 的 牌 不 会 有 任何 





偏向 。 但 这 到 的 意味 者 什么 ? 数 竺 能 帮助 我 们 更 好 地 确定 这 个 问题 吗 ? 


当 听 到 数学 上 有 新 进展 时 ， 很 多 人 虱 会 大 吃 一 尺 。 对 于 他 们 来 说 ， 
这 门 有 着 干 年 历史 的 学 科 已 经 成 熟 到 了 越 来 越 罕有 新 发 现 的 地 步 。 他 们 
党 得 ， 对 于 洗 牌 这 样 平淡 无 奇 的 诛 题 来 次 ， 一 定 没 什么 新 东西 可 谈 了 。 
大 错 特 错 ! 数学 研究 不 仅 处 于 前 所 未 有 的 活跃 状态， 而 且 ， 即 使 像 洗 牌 
那样 看 似 基础 而 古老 的 课题 ， 每 年 也 会 涌现 新 的 知识 。 最 近 的 一 些 研 究 
终于 能 回答 牌 友 们 都 会 问 到 的 关于 洗 牌 打 乱 次 序 的 某 些 问题 了 。 
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m 外 侧 和 内 侧 法 罗 洗 牌 法 


外 侧 法 罗 (Faro Out, Xl] Pharaon Out ) 洗 牌 是 一 种 确定 性 的 洗 牌 法 : 将 
一 合 牌 的 上 半 部 分 和 下 半 部 分 完美 地 交错 僵 放 在 一 起 ， 使 得 这 车 脾 的 第 一 张 牌 
在 洗 牌 后 仍然 是 第 一 张 ， 如 果 它 变 成 了 第 二 张 的 话 ， 就 是 内 侧 法 罗 (Faro In) 
洗 牌 。 尽 管 这 很 难 做 到 ， 但 是 不 少 魔 术 师 还 有 一 些 数学 家 能 成 功 地 将 一 和合 有 牌 刚 
好 分 成 拥有 相同 数量 的 两 半 ， 人 然后 再 将 它们 完美 地 交错 谷 放 起 来 。 

与 所 有 不 涉及 随机 性 的 洗 牌 法 一 样 ， 外 侧 法 罗 洗 牌 法 在 重复 多 次 之 后 ， 纸 
牌 会 变 回 原来 的 顺序 。 对 于 一 套 52 张 的 扑 元 牌 来 说 ， 这 只 需要 重复 8 次 。 

这 种 洗 牌 曾经 被 用 来 作 潍 。 在 1726 年 ， 于 伦敦 匿名 出 版 的 《现代 博彩 中 的 
技艺 和 奥秘 》( Whole Art and Mystery of Modern Gaming ) 一 书 第 一 个 提出 了 这 一 
想法 。1919 年 ，C. T. 乔丹 的 著作 中 出 现 过 在 魔术 中 利用 法 罗 洗 牌 法 的 想法 。 数 
学 家 保罗 . 莱 维 在 1940 年 至 1950 年 间 也 研究 过 这 个 问题 ， 他 证 明了 ， 如 果 牌 
的 数目 是 2 的 某 个 次 方 ， 比 如 2 ， 那 么 重复 上 次 外 侧 法 罗 洗 牌 后 ， 一 和 至 牌 就 会 
恢复 原状 。 

英国 伦敦 的 计算 机 科学 家 亚 历 克 斯 … 埃 尔 姆 斯 利 在 1975 年 发 现 了 能 够 将 一 
登 牌 中 的 第 一 张 牌 移 到 第 半 个 位 置 的 洗 牌 方法 。 关 于 这 类 洗 牌 法 的 完整 理论 是 
在 1983 年 由 佩 尔 西 : 迪 亚 科 尼斯 、 锡 立 恒 和 威廉 ' 坎 特 提 出 的 。 但 直到 2006 年 ， 
迪 亚 科 尼 斯 和 马 立 恒 才 在 一 般 情 况 下 ， 找 出 了 要 将 原来 排 第 却 张 的 牌 移动 到 第 
一 张 所 需 的 外 侧 和 内 侧 法 罗 洗 牌 的 序列 。 
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洗 牌 方法 有 两 大 类 ， 分 别 是 确定 性 洗 牌 和 随机 性 洗 牌 ， 它 们 引出 了 
不 同 的 问题 和 不 同 的 数学 。 在 确定 性 洗 牌 中 ， 第 一 次 洗 牌 和 将 纸牌 恢复 
原状 之 后 再 进行 第 二 次 洗 牌 得 到 的 结果 完全 一 样 ， 其 中 没有 随机 性 扰乱 
的 余地 。 

随机 性 洗 牌 每 次 得 到 的 顺序 都 不 一 样 ， 因 为 它 依赖 于 随机 因素 ， 连 
洗 牌 人 也 无 法 预计 ， 除 非 他 作 闵 了 。 

我 们 从 最 简单 的 确定 性 洗 牌 开始 ， 这 就 是 外 侧 法 罗 洗 牌 法 (也 叫 完 
RJR )。 

我 们 先 将 一 禾 牌 分 成 牌 数 完全 相同 的 两 苹 ， 上 面 的 记 作 A， 下 面 的 
记 作 B。 然 后 将 它们 交错 闭合 在 一 起 ,使 得 来 自 A 和 B 的 牌 一 先 一 后 
完美 交错 ， 并 确保 A 最 上 方 的 脾 在 洗 牌 后 仍然 在 这 车 牌 的 最 上 方 (最 
后 一 张 牌 也 会 留 在 原来 的 位 置 )。 举 个 例子 : ER (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 
会 被 分 成 两 份 ， 即 (1, 2, 3, 4) 和 ($, 6, 7, 8) ， 然 后 在 交错 县 合 之 后 ， 就 会 
得 到 (1, 5, 2, 6, 3, 7, 4, 8) 的 顺序 。 如 果 在 洗 牌 的 过 程 中 ， 我 们 将 A 的 第 
一 张 牌 放 到 第 二 个 位 置 ， 就 会 得 到 (5, 1, 6, 2, 7, 3, 8, 4)， 这 种 洗 牌 法 就 
是 内 侧 法 罗 洗 牌 。 在 包含 8 张 牌 的 一 王牌 上 连续 进行 3 次 外 侧 法 罗 洗 牌 ， 
就 会 回 到 一 开始 的 顺序 : (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 一 (1, 5, 2, 6, 3, 7,4, 8) 一 
(1, 3, 5, 7, 2, 4, 6, 8) 一 (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). 

魔术 师 很 了 解 这 些 洗 牌 法 ， 他 们 还 知道 怎么 多 次 重复 进行 这 样 完 
美的 洗 牌 。 有 个 短片 展示 了 英国 利兹 大 学 的 数学 家 山 文 :休斯敦 如 何 
HÆ 52 张 的 牌 完 成 了 连续 8 次 外 侧 法 罗 洗 牌 ， 使 牌 回 到 了 原来 的 顺 
序 。 对 于 外 侧 法 罗 洗 牌 来 说 ， 将 一 大 牌 的 顺序 复原 需要 的 洗 牌 次 数 丰 取 
决 于 牌 的 张 数 am。 具 体 的 值 由 以 下 列表 给 出 : (n, 月 = (2, 1), (4, 2), (6, 4), 
(8, 3), (10, 6), (12, 10), (14, 12), (16, 4), (18, 8), (20, 18), (22, 6), (24, 11), 
(26, 20), (28, 18), (30, 28), (32, 5), (34, 10), (36, 12), (38, 36), (40, 12), 
(42, 20), (44, 14), (46, 12), (48, 23), (50, 21), (52, 8), 

如 果 你 想 继续 延伸 这 个 表格 , 没有 问题 , 但 要 记 住 ,如果 n def, 
那么 利用 外 侧 法 罗 洗 牌 使 牌 序 复原 所 需 的 次 数 大 是 能 使 2 -1 是 2z-1 的 
倍数 的 最 小 值 。 

无 论 有 多 少 张 牌 ， 重 复 进 行 外 侧 法 罗 洗 牌 总 会 回 到 原来 的 牌 序 ， 而 
这 个 性 质 对 于 所 有 确定 性 洗 牌 都 成 立 。 无 论 洗 牌 方法 如 何 ， 只 要 重复 同 
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样 的 确定 性 洗 牧 ,一 车牌 总 会 回 到 一 开始 的 顺序 。 这 个 性 质 来 日 人 们 日 
从 19 扩 纪 束 知 道 的 群 论 知 识 。 





洗 牌 很 重要 。2012 年 4 月 , 在 美国 大 西洋 城 〈 美 国 东 崖 以 博彩 闻名 的 城市 ) 











的 金 夸 赌场 发 生 的 事情 也 说 明了 这 一 点 ， 这 座 赌场 差点 在 迷你 百 家 乐 游戏 中 输 
掉 150 万 美元 。 为 赌场 提供 扑克 牌 的 三 家 本 来 应 该 提供 洗 好 的 扑克 牌 ， 却 错误 
地 提供 了 没有 洗 过 的 牌 。 于 是 ， 粗 心 的 赌 捆 和 谷 家 用 到 了 一 副 没有 洗 过 的 牌 ， 而 
且 没 有 留意 到 这 个 失误 。 赌 客 们 注意 到 了 这 些 发 出 的 牌 有 规律 ， 并 利用 这 些 规 
PERM T 41 盘 (赌注 当然 越 来 越 大 ) 赠 厅 的 监督 人 员 罕 党 到 了 这 些 不 正 御 
的 胜利 ,匆忙 采取 了 行动 。 他 们 怀疑 出 现 了 精妙 的 诈 驴 行为 ， 后 来 才 发 现 并 没 
有 这 回 事 。 

于 和 是， 赌场 拒绝 问 赌 客 们 发 放 他 们 属 得 的 财 金 ， 但 这 些 赠 客 并 没有 违反 任 
何 规则 。 财 客 们 的 索偿 纠纷 被 诉 诸 法 胜 。 赌 场 为 目 己 辩护 的 理由 就 是 ， 那 是 一 
场 非法 赌局 ， 因 为 用 到 的 牌 没 有 被 洗 过 ; 赌场 也 控诉 了 提供 扑 殉 牌 的 广 家 犯 下 
了 最 初 的 错误 。 而 为 财 客 辩护 的 律师 则 提出 了 这 样 的 辩护 理由 :“ 新 渗 西 州 没 
有 任何 法 律 允 许 金 砖 赌 场 以 “用 到 了 按 顺 序 排 好 的 扑克 牧 ” 为 理由 ， 判 定 赌局 
失效 。” 









































要 计算 经 茶 种 确定 性 洗 牌 后 复原 牌 序 所 需 的 次 数 ， 方 法 并 不 复杂 : 
我 们 乞 确 定 洗 牌 中 每 个 循环 的 大 小 4 对 于 8 张 牌 的 外 侧 法 罗 洗 牌 来 说 ， 
第 2 张 牌 会 变 成 第 3 张 ， 然 后 再 变 成 第 5 张 ， 最 后 重新 回 到 第 2 张 ， 这 
就 是 一 个 三 阶 的 循环 )， 然 后 再 计算 这 些 循环 的 最 小 公 倍 数 就 可 以 了 。 








B 似 控 制 的 移动 


然而 ， 这 个 结 采 只 是 一 个 开始 ， 有 关外 侧 和 内 侧 法 罗 洗 牌 的 完整 理 
论 要 等 到 1983 年 才 由 佩 尔 西 ' 迪 亚 科 尼斯 、 葛 立 恒 和 威廉 ' 坎 特 提出 。 
在 外 侧 和 斥 侧 法 罗 洗 牌 的 诺 多 性 质 中 ， 下 面 这 个 非常 类 妙 的 性 质 也 可 以 
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作为 魔术 的 原理 。 如 果 以 特定 的 顺序 连续 进行 外 侧 和 内 侧 法 罗 洗 牌 ， 我 
们 就 能 将 最 顶端 的 那 张 牌 洗 到 任意 的 位 置 n。 方 法 如 下 : 先 将 整数 n 一 1 
写成 二 进 制 ， 比 如 对 于 n= 7, n-1 就 是 6， 写 成 二 进 制 就 是 110; 要 将 
最 顶端 的 那 张 牌 移 动 到 人 位置， 我 们 需要 逐 位 谈 取 二 进 制 数 字 ， 如 采 是 
1 就 进行 内 侧 洗 牌 ， 如 果 是 0 就 进行 外 侧 洗 牌 ， 对 于 110 来 说 ， 也 就 是 
按 顺 序 进 行内 侧 、 内 侧 、 外 侧 的 法 罗 洗 牌 。 我 们 来 验证 一 下 : (1,2, 3, 4， 
5, 6, 7, 8) 一 内 侧 (5, 1, 6, 2, 7, 3, 8, 4) 一 内 侧 (7, 5, 3, 1, 8, 6, 4, 2) 一 外 侧 
(7, 8, 5, 6, 3, 4, 1, 2)。 最 顶端 的 牌 的 确 变 成 了 第 7 张 。 

反方 回 的 问题 是 由 英国 人 亚 历 克 斯 ， 埃 尔 姆 斯 利 提出 的 (上 述 将 
第 一 张 牌 移动 到 任意 位 置 的 方法 也 是 他 发 现 的 )， 但 在 30 年 间 仍 然 悬 而 
未 次。 需要 以 什么 顺序 进行 内 侧 和 外 侧 的 法 罗 洗 牌 ， 才 能 将 第 半 张 牌 洗 
到 顶端 ? 直到 2007 年 ， 迪 亚 科 尼斯 和 马 立 恒 才 给 出 了 一 般 情 况 的 解答 。 
这 个 解答 有 点 复杂 ， 在 这 里 不 好 解释 …… 魔 术 师 就 算 想 利用 这 种 技巧 ， 
也 很 难 记 住 具 体 怎 么 操作 ， 所 以 这 只 是 理论 上 存在 的 魔术 手法 。 

因为 那些 实际 的 洗 牌 方法 依靠 随机 性 ， 所 以 “ 老 千 ”和 魔术 师 都 用 
不 上 ， 但 对 于 担心 公平 性 的 玩家 来 说 正好 适合 。 

牌 桌 上 和 常用 的 随机 洗 牌 法 有 五 六 种 ， 这 还 没 算 上 机 融 洗 牌 。 现 在 ， 
人 们 用 的 最 多 的 洗 脾 法 就 是 美式 洗 有 牌 法 ， 又 叫 燕尾 洗 牌 法 。 它 跟 法 罗 洗 
牌 的 操作 很 像 ， 但 交错 登 合并 不 完美 ， 却 因此 更 容易 操作 。 

将 一 县 牌 分 成 大 致 相等 的 A 和 B 两 份 之 后 ,我们 将 它们 交错 闭合 ， 
得 到 的 新 牌 顺序 如 下 : 先是 几 张 A 顶端 的 牌 ， 然 后 是 几 张 B 顶端 的 牌 ， 
接 下 来 又 是 几 张 A 中 的 牌 〈 紧 接着 之 前 A 中 的 牌 )， 然 后 是 几 张 B 中 的 
É ( 紧 接 大 之 前 B 中 的 牌 )， 等 等 。 这 种 洗 牌 法 看 起 来 不 错 ， 因 为 即使 
仪 洗 脾 一 次 ， 由 多 鞋 薄 注 的 纸牌 交错 堆 著 得 到 的 新 顺序 也 会 以 不 可 预计 
的 方式 将 一 开始 的 牌 序 洗 乱 。 这 很 可 能 是 一 种 错 党 ， 但 怎样 才能 打破 这 
种 印象 ? 

1912 年 ， 享 利 : 庞 加 羔 在 他 的 《概率 计算 》( Calcul des Probabilités ) 
一 书 中 花 了 8 个 章节 讨论 洗 牌 问题 ， 其 中 ， 他 提出 了 一 个 有 关 随 机 性 洗 
牌 的 一 般 性 结论 ， 这 一 结论 上 自然而然 对 美式 洗 牌 也 适用 。 庞 加 莱 证 明 ， 
长 远 来 看 ， 这 些 洗 牌 法 确实 可 以 将 牌 洗 乱 。 

n 张 牌 的 排列 方法 一 共有 n(n 一 D(n - 2)…1 种 ， 我 们 将 这 个 乘积 记 
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YE mt, 即 交 的 阶乘 。 如 果 洗 牌 后 没有 特定 的 牌 序 比 其 他 牌 序 更 容易 出 现 ， 
那么 我 们 就 说 牌 洗 均匀 了 。 庞 加 莱 用 的 方法 就 是 如 今 所 说 的 “马尔 可 夫 
链 ” 的 前 身 。 他 借 此 证 明了 ， 越 进行 随机 性 洗 牌 一 秋 牌 处 于 某 种 特定 
顺序 的 概率 就 越 接近 1/n!。 这 跟 我 们 的 直觉 相符 ， 只 要 随机 性 洗 牌 的 次 
数 足够 多 ， 我 们 就 会 得 到 预想 的 结果 ， 也 就 是 在 所 有 可 能 的 牌 序 中 ， 公 
平地 做 出 随机 选择 。 

遗憾 的 是 ， 庞 加 莱 并 没有 说 明 这 些 不 同 顺序 出 现 的 概率 会 以 什么 束 
度 趋 近 于 1/m1， 所 以 他 的 工作 并 没有 说 清 ， 在 牌 桌 上 实际 需要 洗 多 少 次 
牌 才 足 够 。 法 国 数学 家 埃 米 尔 - 博 雷 尔 、 雅 克 : 阿达 马 和 保罗 莱 维 也 
对 洗 牌 的 问题 感 兴趣 。 博 雷 尔 认为 对 于 一 套 52 张 牌 来 说 ， 只 需 7 次 美 
式 洗 牌 就 足够 了 ， 但 他 没有 给 出 证 明 。 








B 美式 洗 牌 的 数学 模型 


此 后 ， 能 严谨 地 证 明 这 个 断言 的 数学 理论 才 逐 步 成 型 ， 我 们 接 下 来 
会 讲 到 这 个 理论 。 我 们 会 多 次 看 到 “ 佩 尔 西 * 迪 亚 科 尼 斯 ”这 个 名 字 ， 
这 位 杰出 的 美国 数学 家 一 开始 走 的 是 专业 魔术 师 的 道路 ， 后 来 成 了 美国 
斯 坦 福 大 学 的 统计 学 教授 。 

人 们 在 精确 计算 洗 牌 次 数 上 迈 出 的 第 一 步 ， 要 归功 于 美国 数学 家 埃 
德 加 吉尔 伯 特 和 克 劳 德 . 香农 。 他 们 在 1955 年 提出 了 一 个 贴近 现实 的 
模型 ， 描 述 了 美式 洗 牌 时 会 发 生 的 事情 。 他 们 假设 ,一 羞 牌 分 成 (一般 
不 相等 的 ) AO, 4AA pM p KE (ptp =n) 的 概率 是 C(n, p)/2”。 
在 这 里 ，C(n, p) 就 是 著名 的 牛顿 二 项 式 系数 ， 它 等 于 npn- p] X 
个 关于 切 分 一 一 牌 的 概率 的 假设 对 应 着 二 项 分 布 ， 即 一 条 “ 钟 形 曲线 ”， 
这 也 是 这 类 现象 最 可 能 出 现 的 情况 。 

比如 说 ， 如 果 你 要 将 一 副 8 张 的 牌 分 成 两 份 ， 二 项 分 布告 诉 我 们 ， 
分 成 4 一 4 的 概率 是 27.496, 分 成 3 一 5 (3X5 3) 的 概率 是 21.9%， 分 
成 2-6( 或 6-2) 的 概率 是 10.9%， 分 成 1-7( 或 7-1) 的 概率 是 
3.1%， 而 分 成 0 一 8 (或 8 一 0) 的 概率 是 0.4%。 最 后 这 种 情况 有 点 怪 ， 
但 即使 不 考虑 它 ， 结 果 也 差不多 。 在 吉尔 伯 特 和 香农 的 模型 中 ， 将 得 到 
的 两 车牌 交 又 闭合 的 过 程 也 青 简洁 自然 不 过 了 : 当 我 们 将 一 车 p 张 牧 A 
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和 另 一 县 2" 张 牌 B 县 合 时 ， 所 得 新 顺序 的 第 一 张 牌 为 A 中 第 一 张 牌 的 
概率 是 pp + p), N B 中 第 一 张 牌 的 概率 是 PYp + p)。 在 确定 新 顺序 
顶端 的 一 部 分 牌 之 后 ， 剩 下 部 分 也 可 以 照 此 操作 ， 只 是 处 理 的 这 圭 纸 牌 
Ar T o 

在 1988 年 ， 迪 亚 科 尼斯 所 做 的 实验 证 实 了 吉尔 但 特 和 香农 的 模型 很 
令 人 人 满意， 也 就 是 说 ， 这 是 一 个 有 关 美 式 洗 牌 过 程 的 合理 数学 模型 一 一 
它 有 点 理想 化 ， 但 不 过 分 。 接 下 来 就 是 要 利用 这 个 模型 来 计算 ， 要 将 牌 
的 顺序 打 得 足够 乱 ， 需 要 洗 多 少 次 牌 。 戴 夫 ' 拜 尔 和 迪 亚 科 尼 斯 (又 是 
他 ! ) 在 1992 年 发 表 了 一 篇 论文 ， 解 答 了 这 个 问题 ， 答 案 的 基础 是 一 
个 优美 的 数学 思想 。 首 先 ， 考 虑 美式 洗 牌 及 其 理论 模型 的 一 个 推广 : 这 
次 不 再 将 牌 仅 分 成 两 份 ， 而 是 将 其 分 成 4 份 ; 然后 ， 把 它们 同时 交错 县 
合 起 来 。 更 准确 地 说 ， 我 们 从 这 些小 羡 纸 牌 中 一 张 一 张 地 抽取 纸牌 ,来 
组 成 一 苹 新 的 完整 纸牌 ， 而 每 次 取 到 某 芭 牌 的 第 一 张 牌 的 概率 与 这 闭 牌 
的 数 日 成 正比 。 这 个 扩展 的 数学 模型 原理 和 分 成 两 苹 的 美式 洗 牌 一 样 ， 
这 一 洗 牌 法 叫 “a - 美式 洗 牌 法 ”， 在 现实 中 需要 a 只 手 才 能 实现 。 

然后 就 是 一 切 的 关键 。 数 学 家 证 明了 先进 行 一 次 a - 美式 洗 牌 ， 再 
进行 一 次 b - 美式 洗 牌 ， 就 相当 于 进行 了 一 次 ab - 美式 洗 牌 。 这 个 美妙 
的 结果 说 明了 ， 如 果 进 行 丰 次 常规 的 美式 洗 牌 (也 就 是 2 - 美式 洗 牌 ) 
的 话 ， 那 么 这 相当 于 一 次 2 - 美式 洗 牌 。 正 因为 有 了 这 种 简明 阐释 连续 
次 美式 洗 牌 的 方法 ， 我 们 才能 得 知 ， 在 连续 次 美式 洗 牌 之 后 ， 得 出 
的 一 个 给 定 顺 序 的 准确 概率 一 一 这 也 能 让 我 们 了 解 ， 一 种 洗 牌 法 有 多 接 
近 于 每 种 顺序 都 以 1a! 的 概率 出 现 的 “完美 洗 牌 ”。 
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掷 硬币 得 到 正面 或 反面 的 物理 问题 也 感 兴 趣 。 他 的 研究 成 采 大 大 折 展 了 人 们 对 
洗 牌 的 了 解 。 
迪 亚 科 尼斯 的 职业 生涯 堪 称 独一无二 。 他 出 生 于 1945 ^E, 在 14 岁 时 ， 为 
了 扎 随 加 拿 大 魔术 师 戴 ， 弗 农 ， 他 离开 了 家 ， 并 在 弗 农 的 训练 下 ， 成 为 一 位 职 
业 魔 术 师 。 他 用 “ 佩 尔 西 ， 沃 伦 ” 这 个 名 字 在 魔术 界 混迹 十 几 年 。 在 1971 年 ， 
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他 按照 目 己 先前 的 计划 重 拾 学 业 ， 而 且 可 以 说 相当 成 功 ， 因 为 他 在 1974 年 就 在 
美国 哈佛 大 学 完成 了 博士 答辩 。 

他 的 朋友 马丁 ， 加 德 纳 曾 说 ， 迪 亚 科 尼斯 为 了 支付 学 费 ， 曾 经 用 扑克 赌博 。 
加 德 纳 还 开玩笑 说 ， 迪 亚 科 尼斯 “发 二 张 ” 和 “发 底 张 ”的 技术 炉火纯青 ， 这 
让 他 在 发 牌 时 能 发 出 一 一 牌 中 的 第 二 张 或 最 确 端 的 牌 ,而 不 是 最 项 端的 脾 。 如今， 
迪 亚 科 尼 斯 是 美国 斯 坦 福 大 学 的 统计 学 教授 ， 他 和 驳 立 恒 合 车 了 一 部 关于 魔术 
中 用 到 的 数学 想法 的 精彩 著作 《魔法 数学 一 一 大 魔术 的 数学 灵魂 户 





























B 出 人 意料 的 公式 


衡量 一 次 a - 美式 洗 牌 均匀 程度 的 公式 非常 有 趣 ， 甚 至 可 以 说 令 人 
吃 恢 一 一 这 个 相当 简单 的 公式 葛 然 能 描述 如 此 复杂 的 洗 牌 结 末 。 下 面 就 
是 结果 和 公式 : 

在 对 一 副 n 张 牌 进行 一 次 a - 美式 洗 牌 后 ， 得 到 上 牌 序 Q (比如 0 = 
(3, 8, 5, 2, 4, 6, 7, D) ) 的 概率 为 C(a +n- sm(Q), nya". 


其 中 ，C 与 之 前 一 样 代表 了 牛顿 的 二 项 式 系数 ， 而 sm(O) 是 O ^8 7336 
增 数 列 时 得 到 的 数列 个 数 。 在 上 述 例子 中 ，sm(O) 等 于 4， 因 为 (3, 8, 5, 
2, 4, 6, 7, 1) 可 以 分 解 为 4 个 递增 数列 : (3, 8), (5, (2, 4, 6, 7), (1)。 


我 们 来 看 看 拜 尔 和 迪 亚 科 尼 斯 这 个 美妙 公式 的 应 用 。 我 们 从 排 好 的 
— J (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 开始 ， 然 后 连续 进行 3 次 2 -美式 洗 牌 ， 这 
相当 于 一 次 8 - 美式 洗 牌 (a = 8 )， 我 们 得 到 (3, 8, 5, 2, 4, 6, 7, 1) 的 概率 
就 是 C(8 + 8 一 4, 8)/8 =12V(81418)=2.95 x 107, 


这 跟 我 们 期 望 的 1/81, HU 2.48 x 10^ 差不多。 完美 洗 牌 得 到 (3, 8, 
5, 2, 4, 6, 7, 1) 的 概率 (1/8!) 和 连续 进行 3 次 2 -美式 尝 牌 得 到 同一 顺 
序 的 概率 , 二 者 之 间 的 差异 是 0.47 x 10”。 当 然 , 对 于 所 有 顺序 O 来 说 ， 
如 果 理 想 概 率 1/n! 和 实际 概率 之 间 的 差距 足够 小 ， 或 者 更 进一步 ， 将 所 
有 可 能 的 nt 种 顺序 的 概率 差距 加 起 来 ， 得 到 的 和 足够 小 ， 那 么 我 们 才 
能 说 ， 这 一 系列 美式 洗 牌 满足 我 们 的 要 求 。 
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这 个 求 和 能 衡量 重复 上 次 的 美式 洗 牌 能 否 被 接受 。 为 方便 比较 ， 我 
们 让 差距 最 大 只 能 取 到 1， 这 样 一 来 ， 当 我 们 计算 美式 洗 牌 与 理想 情况 
(所 有 顺序 都 是 等 概率 的 ) 的 差距 时 ， 应 当 将 所 有 可 能 的 概率 差距 的 一 
"ERUIT. A ee a 吉 果 ， 展 示 了 对 一 千张 
牌 连续 进行 大 次 美式 洗 牌 后 ， 其 结 末 与 完美 洗 牌 的 差距 : 差距 越 接近 1, 
DRE E 差距 越 小 ， 洗 牌 越 均 勾 。 











k 


这 张 表 展 现 了 对 于 nn 张 牌 来 说 ,进行 次 美式 洗 牌 后 得 到 的 结案 与 完美 洗 牌 的 差距 。 
在 完美 洗 牌 中 ， 每 种 牌 序 都 以 相同 的 概率 1/n! 出 现 。 








当 差 距 比 1/10 还 小 的 时 候 ， 我 们 认为 对 应 的 洗 牌 就 是 可 以 接受 的 : 
平均 来 说 ， 得 到 每 个 顺序 的 可 能 性 与 进行 无 数 次 同一 种 洗 牌 方法 得 到 的 
完美 洗 牌 的 差距 不 超过 10%。 对 于 一 车 52 张 的 牌 来 说 ， 我 们 得 到 的 正 

是 博 雷 尔 猜 想 的 结果 : 用 美式 洗 牌 洗 七 八 次 ， 就 足够 令 人 满意 了 。 下 网 
中 的 曲线 给 出 了 a - 美式 洗 牌 用 在 52 张 牌 上 时 得 到 的 结果 。 这 里 a 的 取 
值 都 是 2 的 乘 方 ， 对 应 着 重复 进行 1 次 、2 次 、3 次 等 的 美式 洗 牌 。 




















2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 


© 针对 一 县 52 KEMAS a (EL, a- 美式 洗 牌 与 完美 洗 牌 的 结果 的 差距 。 
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这 条 曲线 上 明显 有 一 个 “ 洗 勺 国 值 ”: 洗 1 次 、 2 次 、3 次 、4 次 、 
5 次 都 不 足够 。 从 第 6 次 开始 ， 洗 牌 结果 就 算 可 以 接受 了 ， 但 只 有 达到 
10 次 (对 应 a =2"= 1024 ) 洗 牌 ， 差 距 才 真正 接近 0。 


日 拜 尔 和 过 亚 科 尼斯 在 1992 年 发 表 这 篇 论文 之 后 ， 各 种 其 他 人 研究 ， 
以 及 考虑 了 在 更 邮 格 的 差距 概念 下 得 到 的 计算 结果 部 表明 ， 如 末 说 7 次 
美式 洗 牌 对 于 52 张 牌 来 说 足够 了 的 话 ， 那 么 ， 想 要 真正 防备 任何 作 浆 
或 者 意外 ， 应 该 要 洗 差 不 多 12 次 牌 。 要 注意 的 是 ， 上 面 这 个 漂亮 的 公 
式 并 不 会 让 计算 变 得 容易 多 少 : 因为 一 营 n 张 有 牲 有 nl 种 可 能 顺序 (对 
T 52 张 牌 来 说 ， 差 不 多 就 是 SA x 10” 种 顺序 )， 所 以 ， 要 计算 所 有 概 
座 差 中 的 一 半 的 和 ， 也 就 是 衡量 洗 牌 质量 的 标准 ， 还 需要 一 些 技巧 。 

博彩 行业 并 没有 对 这 些 结 来 置 厂 阅 闻 。 比 如 说 在 今天 ， 菏 些 洗 有 牌 机 
的 程序 会 采用 以 上 建议 的 7 次 美式 洗 牌 。 设 计 洗 牌 机 的 工程 师 们 对 迪 亚 
科 尼 斯 的 才华 也 是 赞 贡 有 加 。 














m 买 验 宁 上 的 洗 牌 机 


有 一 家 公司 和 硕 望 将 一 种 洗 牌 机 投入 商用 ， 这 种 洗 牌 机 的 基本 原理 与 
美式 洗 牌 的 不 同 ， 所 以 ， 公 司 咨询 了 迪 亚 科 尼 斯 ， 硕 望 他 可 以 证 明 这 全 
机 表 能 将 牌 洗 怀 。 这 合 机 可 将 牌 分 成 10 个， 每 次 会 将 每 张 牌 随机 分 到 
其 中 一 一 的 项 端 或 底 羡 。 

在 这 样 将 牌 分 发 成 10 玲 后 ， 机 禹 又 会 用 随机 次 序 将 分 好 的 10 E 
三 在 一 起 。 这 全 机 人 融 在 每 一 步 用 到 的 随机 数值 都 源 于 伪 随 机 发 生 融 。 

迪 亚 科 尼 斯 的 团队 对 这 人 台 机 器 的 研究 成 果 令 业界 很 失望 ， 因 为 其 
数学 结论 如 下 : 第 一 , 将 10 又 牌 随机 有 在 一 起 的 这 最 后 一 步 蝶 无 用 处 ， 
EME, ARIRE REENE; 第 二 ， 只 用 机 从 的 方法 
洗 一 次 牌 并 不 够 ， 茶 些 作 尊 方法 仍 能 实现 ; 第 三 ， 用 机 带 的 方法 洗 两 
次 脾 ， 束 能 得 到 令 人 满意 的 结 来 。 但 第 三 个 结论 无 法 让 工程 师 满意 ， 
因为 出 于 加 快 游 戏 节 委 的 目的 ， 他 们 而 望 能 打造 一 台 能 一 次 性 洗 好 有 牌 
MJELA o 

最 近 ， 人 们 研究 了 四 类 相关 的 新 间 题 。 
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一 、 其 他 洗 牌 方法 。 除 了 美式 洗 牌 之 外 ， 人 们 还 研究 了 不 少 其 他 随 
机 洗 牌 法 。 比 如 ， 人 们 对 所 谓 的 随机 插入 洗 牌 法 很 有 兴趣 ， 这 种 洗 牌 法 
就 是 不 仿 进 行 如 下 的 操作 取 第 一 张 牌 ， 然 后 将 其 随机 捕 人 到 剩 下 的 牌 
中 。 对 于 这 种 随机 洗 牌 法 ， 莱 尔 纳 ， 佩 区 利 万 在 2010 年 证 明了 ， 如 于 
我 们 希望 牌 被 洗 乱 到 可 以 接受 的 程度 , 那 就 要 和 理 复 大 概 4nlogs(n) 次 操作 。 


二 、 重 复出 现 的 牌 。 在 某 些 游戏 中 ， 玩 家 只 看 点 数 ， 也 就 是 说 所 有 
A 或 所 有 开 彼 此 都 一 样 。 在 洗 牌 时 ， 这 意味 着 重要 的 不 是 得 到 任意 的 牌 
序 ， 而 是 得 到 任意 的 点 数 顺 序 。 这 相当 于 人 研 究 有 重复 出 现 纸牌 (比如 每 
张 牌 都 出 现 4 次 ) 的 一 车 有 牧 。 当 然 ， 这 些 重复 出 现 的 纸牌 让 “ 洗 好 有 牌 ” 
变 得 更 容易 了 。 

对 于 包含 重复 出 现 的 纸牌 的 一 徐 52 张 牌 来 说 ,进行 7 次 (或 12 次 ) 
美式 洗 牌 的 规则 会 怎么 变化 呢 ? 2006 年 ， 马 克 ' 康 格 和 迪 瓦 卡 . 维 斯 
瓦 纳 特 人 研究 了 这 个 问题 : 对 于 52 张 牌 来 说 ， 如 采 只 考虑 点 数 的 话 ， 那 
么 只 要 进行 5 次 美式 洗 牌 ， 所 得 结果 的 质量 就 跟 在 同时 考虑 点 数 和 花色 
的 情况 下 进行 7 次 美式 洗 脾 的 结果 质量 差不多 。 如 有 果 对 概率 均匀 的 要 求 
更 严格 的 话 ， 那 么 52 张 牌 原本 需要 的 12 次 美式 洗 牌 ， 在 这 里 就 变 成 了 
9 次 。 

三 、 手 中 上 牌 的 顺序 。 这 是 男 一 个 长 期 被 忽略 的 问题 ,但 现在 已 经 弄 
清楚 了。 发 牌 后 ， 每 位 玩家 收 好 他 们 的 脾 ， 对 于 大 部 分 游戏 来 说 ， 玩 家 
手 上 牌 的 顺序 并 不 重要 。 决 定 手 里 牌 好 坏 的 只 有 牌 的 集合 〈 不 计 顺 序 )。 
另外 ,玩家 可 以 重新 排列 手 里 牌 的 顺序 〈 除 了 玩 类 似 “ 拉 火车 ”的 游戏 ) 
洗 牌 是 否 令 人 满 章 ， 并 非 取 决 于 发 牌 前 的 那 合 牌 对 于 所 有 nl! 种 可 能 的 
顺序 是 否 拥 有 同样 的 概率 ， 而 是 在 发 有 牌 之 后 ， 发 出 去 的 ( 比如 桥牌 中 ) 
4 & 13 张 牌 的 集合 是 否 跟 完 全 均匀 发 出 去 的 牌 差 不 多 。 利 用 这 一 点 ， 我 
们 可 以 市 省 两 次 美式 洗 牌 。 结 果 就 是 ， 想 要 得 到 一 副 能 让 桥牌 玩家 满意 
的 牌 ， 需要 的 美式 洗 牌 次 数 少 于 7， 而 对 于 更 严格 的 要 求 来 说 ， 需 要 的 
次 数 也 小 于 12。 

四 、 发 牌 方法 。 最 后 一 点 就 是 ， 洗 好 的 有 牌 该 怎么 发 。 通 常用 的 方法 
就 是 将 牌 一 张 一 张 发 出 去 。 这 个 操作 能 减少 发 牌 不 公平 的 风险 ， 让 作 痊 
变 得 更 加 困难 。 另 一 种 发 牌 方法 就 是 将 开头 的 13 张 牌 发 给 第 一 位 玩家 ， 
接 下 来 13 张 发 给 第 二 位 玩家 ， 等 等 。 如 采 我 们 确定 牌 已 经 被 完美 地 洗 
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好 的 话 ， 那 么 这 种 发 牌 方法 也 不 错 。 马 顿 鲍 拉 日 和 达 维 德 : 绍 博 证 明 ， 
如 打发 给 每 位 玩家 s IKE, 一 张 一 张 地 循环 发 牧 ， 而 不 是 先 给 第 一 位 发 
sik, 再 给 第 二 位 发 s 张 的话 ， 那 么 这 大 概 相 当 于 进行 了 1ogs(s) 次 美式 
洗 牌 。 





B 桥牌 只 需要 4 次 美式 洗 牌 


在 桥牌 中 ， 将 52 张 牌 洗 得 足够 均匀 所 需要 的 7 次 美式 洗 牌 可 以 减 
少 到 4 次。 考虑 之 前 的 第 三 点 〈 手 牌 中 的 顺序 无 关 汉 要 ) 就 节省 了 2 次 
洗 牌 ， 而 考虑 循环 发 牌 的 话 ， 就 又 节省 了 一 次 洗 牌 。 

对 于 更 完美 的 要 求 ， 原 来 所 需要 的 12 次 洗 牌 也 能 这 样 减少 到 9 次 ， 
甚至 更 少 。 

这 些 发 现 都 很 了 不 起 ,但 我 们 可 以 确定 ,还 有 别 的 “宝石 ” 正 静 静 
躺 独 ， 等 竺 着 理 论 专 家 的 慧眼 来 发 现 。 








第 4 章 xu oS 49 


英国 跳棋 的 终结 ? 


凭 信 数 不 胜 数 的 创新 ， 加 上 非凡 的 角力 ， 人 们 终于 将 灵 国 跳棋 的 分 
dri S] T TRE. 
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英国 跳棋 用 的 是 8 x 8 的 格子 棋盘 ， 而 不 是 法 国 跳 棋 那 样 10 x 10 的 
格子 棋盘 ,但 两 者 有 很 多 相似 之 处 〈 见 框 1). 在 和 疾 格 鲁 一 院 克 还 文化 中 ， 
很 多 人 玩 这 个 游戏 ， 它 跟 国际 象棋 、 围 棋 和 黑白 棋 一 样 流行 ， 上 图 表述 
的 是 维多利亚 时 代 的 人 正在 玩 英国 跳棋 。 在 这 四 个 游戏 中 ， 英 国 跳棋 是 
最 容易 让 机 器 达到 完全 胜利 的 。 这 已 经 得 到 了 确证 : 2007 F, MEK 
阿尔 伯 塔 大 学 的 一 个 研究 团队 揭 开 了 英国 跳棋 最 优 策 略 的 神秘 面纱 。 乔 
纳 森 * WIEM 1989 年 就 开始 主持 研究 工作 。 这 是 一 个 历史 性 的 壮举 ， 
需要 各 种 各 样 的 才能 ， 还 需要 一 组 复杂 度 难 以 置信 的 计算 。 这 项 工作 大 
大 推进 了 算法 博弈 论 领 域 的 研究 进程 ， 利 用 了 之 前 在 其 他 领域 用 到 的 一 
些 技术 。 与 大 家 所 想 的 不 同 ， 这 并 不 是 机 需 对 人 类 的 胜利 ， 而 是 人 类 智 
慧 的 胜利 ， 也 是 聪明 而 又 不 屈 不 挠 的 研究 者 们 的 胜利 一 一 他 们 用 当前 的 
计算 机 系统 取得 了 令 人 震惊 的 结果 ， 把 系统 本 身 “榨取 ”到 了 极限 ! 
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机 怖 在 棋盘 游戏 中 有 三 种 方式 打败 人 类 。 第 一 种 就 是 计算 机 玩 得 足 
够 好 ， 使 人 类 玩家 在 每 一 次 与 机 需 对 阵 时 ， 必 定 落 败 或 者 求 和 。 从 1994 
年 开始 ， 英 国 跳棋 就 处 于 这 种 情况 。 上 自从 1997 ^E 5 月 加 里 卡 斯 帕 罗 
夫 和 升级 版 的 计算 机 “深蓝 ”的 着 名 对 局 之 后 ， 国 际 象 棋 也 以 类 似 的 方 
式 为 机 需 所 掌握 。2006 年 12 月 ， 程 序 Deep Fritz 对 当时 的 世界 冠军 弗 
拉 基 米尔 . 克拉 姆 尼克 的 胜利 又 一 次 确认 了 机 带 在 国际 象棋 上 对 人 类 的 
优势 。 


B 三 种 胜利 


然而 在 理论 上 上， 这样 的 方法 并 不 能 排除 出 现 一 位 洞 符 观 火 的 人 类 
选手 ， 他 能 利用 程序 的 弱点 制定 一 种 策略 ， 并 成 功 将 程序 打败 。 处 于 第 
一 个 层次 的 程序 所 用 到 的 算法 都 建立 在 “局 发 式 算 法 ”的 基础 上 。 这 类 
算法 一 般 运 作 得 不 错 ， 但 并 不 能 保证 在 每 一 步 都 会 正常 运转 。 "pu 
并 不 等 于 “完美 对 局 ”。 

要 得 到 战 无 不 胜 的 程序 , 必 不 可 少 的 工作 就 是 进行 更 加 细致 的 分 析 。 
在 对 局 中 ， 我 们 需要 在 某 种 程度 上 预见 到 所 有 可 能 的 模 步 。 只 有 在 几 个 
简单 的 游戏 中 ， 机 带 才 能 以 这 种 完美 无 瑕 的 方式 打败 人 类 对 手 ， 其 中 包 
括 15 x 15 棋盘 上 的 五 子 棋 (在 1996 年 实现 这 一 步 )。 

谢 弗 的 团队 在 1994 年 就 已 经 是 最 好 的 瑞 国 跳棋 程序 开发 团队 (这 个 
程序 用 的 就 是 启发 式 方法 )， 他 们 最 终 发 现 了 这 个 游戏 的 不 败 策 略 。 团 队 
在 2007 年 7 月 的 《科学 》 期 刊 电子 版 上 发 表 了 一 篇 论文 ， 题 为 《跳棋 
已 被 解决 》(“Checkers is solved”)， 因 为 他 们 最 终 得 到 的 策略 是 完美 的 。 
无 论 程序 是 先 手 (也 就 是 黑 方 ) 还 是 后 手 ， 它 都 不 会 输 ; 如 果 程 序 的 对 
手 应 对 正确 ,那么 将 出 现 和 棋 。 两 位 完美 的 棋 手 ， 比 如 程序 对 阵 目 映 ， 
就 会 下 出 和 局 。 没 有 任何 方法 能 改变 这 种 令 人 失望 的 和 情况。 其实 长 久 以 
来 ， 这 个 游戏 的 专业 玩家 们 就 猜测 ， 两 位 完美 棋 手 的 对 决 必定 是 和 局 。 

机 怖 完成 优秀 对 局 的 第 三 种 层次 是 ， 对 于 任意 的 跳棋 开局 来 说 ， 程 
厅 都 能 下 出 最 优 策略 ， 即 使 开局 本 时 是 人 为 设 定 的 ， 而 不 是 来 和 目 正常 游 
戏 规则 下 的 对 局 。 来 目 非 洲 的 西非 播 棋 ( Awari, XY Awele ) 在 2002 
年 就 达到 了 这 一 对 局 的 第 三 层次 ; 但 对 于 英国 跳棋 来 说 还 要 再 等 上 几 年 ， 
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才能 达到 这 个 目标 。 

在 8 x 8 棋盘 的 英国 跳棋 中 ， 人 们 计算 出 棋子 的 所 有 可 能 布局 大 概 
有 5 x 10” 个 ， 是 西非 播 棋 布局 数 的 一 亿 倍 。 这 种 难度 的 游戏 被 完全 解 
决 ， 还 是 第 一 次 。 人 们 注意 到 ，10” 这 个 数字 正 标志 着 目前 技术 能 力 的 
极限 。 它 是 数据 储存 的 总 数 : 今天 地 球 上 硬盘 的 累计 容量 约 为 10” 字 节 ， 
就 计算 能 力 而 言 ， 如 今 地 球 上 微 处 理 器 的 累计 计算 能 力 大 约 是 每 秒 执行 
10" 个 指令 。 这 个 累计 计算 能 力 遵循 摩尔 定律 ,大 概 每 18 个 月 就 会 翻 倍 ， 
相当 于 每 5 年 变 成 10 倍 。 也 许 ， 我 们 能 确定 最 优 策略 的 决策 树 大 小 的 
变化 也 会 遵循 这 个 定律 。 

为 了 达成 这 个 壮举 ， 加 拿 大 团队 将 问题 分 成 了 几 部 分 ， 其 中 一 些 
问题 需要 多 年 的 耕耘 以 及 上 千 小 时 的 计算 。 要 说 清楚 的 是 ， 他 们 用 到 的 
方法 并 不 是 在 一 台 或 几 台 计算 机 的 内 存 中 储存 所 有 5 x 107 种 可 能 的 棋 
局 ， 然 后 分 析 这 些 棋局 得 出 最 优 策略 。 这 种 穷尽 一 切 的 回溯 分 析 法 (可 
以 用 数学 定义 ， 而 且 理 论 上 是 完美 的 ， 见 框 2 ) 所 需 的 储存 空间 比 目 前 
地 球 上 所 有 内 存 还 要 多 ! 这 里 要 用 一 些 更 精妙 的 方法 。 
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英国 跳棋 用 的 是 8 x 8 的 格子 棋盘 ( 图 a )。 玩家 在 棋盘 上 分 别 放置 12 个 
日 色 和 黑色 的 棋子 。 棋 盘 每 一 格 的 编号 CIE b) 能 用 来 描述 棋局 或 某 个 残局 
(图 c 中 是 白 方 胜 )。 在 对 局 中 ， 黑 方 先行 。 一 枚 棋子 可 以 沿 着 深 色 格子 问 前 走 
一 步 ( 日 方 走 癌 黑 方 阵 党， 而 黑 方 走 癌 白 方 阵营 )。 棋 子 通过 跳 过 对 方 棋子 的 方 
NIZE Cc) 但 跳 到 的 格子 必须 是 空 的 。 一 枚 棋子 可 以 在 同一 步 中 顺 次 进 
行 多 次 这 样 的 跳跃 。 普 通 棋子 不 能 往 后 走 。 

当 普 通 棋 子 到 达 对 方 底线 时 ， 它 就 成 为 王 棋 。 跟 国际 象棋 中 的 象 不 同 ， 王 
棋 不 能 “ 飞 ”， 只 能 像 普通 棋子 那样 移动 或 者 跳 过 其 他 棋子 来 吃 掉 它 们 ,但 王 棋 
可 以 往 后 退 。 

当 可 以 吃 子 时 ， 棋 手 必 须 吃 子 。 当 可 以 连续 吃 子 时 ， 棋 手 不 一 定 要 选择 最 
长 的 吃 子路 径 ， 但 必须 在 选择 的 路 径 上 吃 掉 尽 可 能 多 的 棋子 。 

当 某 位 棋 手 的 棋 被 吃 光 ， 或 者 无 法 移动 时 ， 棋 局 就 结束 了 ， 男 一 位 棋 手 获胜 。 
在 图 d 的 局 面 中 ， 谁 先 下 谁 就 能 赢 ， 比 如 白 棋 的 赢 棋 步 又 是 23-- 18，1--S$，32 一 27， 
5-9, 27-23, 
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s Chinook 的 悠长 历史 


这 个 项 目 始 于 1989 年 ,一 开始 的 目标 是 开发 一 个 程序 ， 尝 试 打 
WA 1950 年 开始 就 称霸 英国 跳棋 棋 坛 的 世界 冠军 马里 易 ， 廷 斯 利 。 从 
1950 年 到 1995 年 去 世 ， 廷 斯 利 在 参加 的 所 有 循环 赛 中 都 取得 了 胜利 ， 
在 对 阵 人 类 时 未 尝 败 绩 。 他 统治 棋 坛 就 是 到 了 这 种 程度 ! 
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直到 1992 ŒE, AWF FIWE TE, EXE, MEK MIMA 
大 学 开发 的 Chinook 程序 在 对 阵 廷 斯 利 的 比赛 中 落 败 (Chinook 的 意思 
是 从 山上 吹 下 来 的 上 暧 风 ， 因 为 海拔 下 降 、 气 压 上 升 ， 所 以 风 会 变 热 )。 
然而 在 这 轮 比赛 中 ， 廷 斯 利 有 两 次 输 给 了 机 器 ， 这 是 他 目 1950 年 以 来 
在 比赛 中 的 首次 败绩 。1994 年 ， 升 级 改进 的 Chinook 程序 和 廷 斯 利 进行 
了 第 二 轮 比赛 。 由 于 廷 斯 利 的 身体 状况 不 佳 ， 这 次 比 卉 被 迫 中 断 一 一 他 
当时 患 上 了 胰腺 癌 ，8 个 月 后 就 被 炳 秦 夺 去 了 生命 。 自 此 之 后 ，Chinook 
程序 就 被 认为 是 最 好 的 棋 手 ， 而 所 有 与 之 对 战 的 人 类 必 成 了 它 的 手下 败 
将 。 这 样 的 结果 并 不 令 人 满意 一 一 廷 期 利 到 的 能 不 能 打败 Chinook Wé? 
这 种 状况 促使 谢 弗 的 团队 走 得 更 远 。 这 一 次 ， 他 们 把 目标 定 为 找到 这 个 
游戏 的 最 优 策略 ， 在 数学 上 保证 任何 人 类 一 一 即使 是 廷 斯 利 一 一 或 力 一 
台 机 器 无 法 动摇 新 版 本 Chinook 的 统治 地 位 ， 它 应 该 是 完美 的 。 

对 于 简单 的 游戏 来 说 ， 我 们 可 以 用 回溯 分 析 找 到 最 优 策略 。 根 据 情 
况 ， 我 们 给 对 应 终局 的 局 面 打 上 “ 胜 ”( 相对 于 正 要 下 棋 的 一 方 来 说 )、 
“ 负 ” 和 “和 ”的 标记 。 这 些 标记 能 让 我 们 知道 一 步 之 前 的 局 面 到 底 会 
导致 胜 、 负 还 是 和 。 这 样 一 步 一 步 倒 推 回 去 ， 我们 就 能 标记 越 来 越 复 林 、 
越 来 越 徘 近 开 局 的 局 面 。 在 侧 单 的 游戏 中 ， 我 们 可 以 一 直 倒 推 到 初始 局 
面 ， 从 而 知道 它 到 底 会 时 癌 胜 利 、 败 北 还 是 和 局 。 


想 保证 得 到 最 优 策 略 ， 只 需 保 证 : 一 、 从 所 有 标记 着 槛 手 A 获胜 
的 局 面 ， 都 能 走出 某 一 步 达到 棋 手 B 落 败 的 局 面 ; 二 、 对 于 规则 允许 的 
WAFFE, M—F B 沙 败 的 局 面 开 始 ， 都 会 得 到 标记 者 棋 手 
A 获胜 的 局 面 。 平 局 的 可 能 性 会 让 这 个 想法 变 得 稍微 复杂 一 些 ， 但 原则 
是 不 变 的 ( 见 框 2 )。 

在 英国 跳 槛 中 ， 我 们 不 能 对 所 有 局 面 实际 进行 回 漳 分析 ， 因 为 $ x 
10 ”个 局 面 实在 太 多 了 。 然 而 ， 即 使 并 不 完全 ， 回 渊 分析 得 到 的 标记 也 
很 有 用 。Chinook 程序 最 初 的 几 个 版 本 就 预先 做 好 了 这 样 的 标记 ， 正 是 
这 些 标记 使 程序 在 终局 时 不 会 犯 任何 错误 。 这 种 预先 进行 回溯 分 析 的 方 
法 ， 也 就 是 预先 通过 计算 一 次 性 解决 终局 的 问题 ， 在 所 有 棋盘 游戏 ( 国 
MRE, BART) 的 程序 设计 中 都 是 一 种 经 典 技巧 。 

在 1989 年 ， 英 国 跳 棋 中 所 有 人 少 于 4 枚 棋子 的 局 面 就 用 这 种 方法 被 
标记 并 储存 了 起 来 。 在 1994 年 对 战 廷 斯 利 的 第 二 轮 比 赛 中 ， 有 相当 一 部 
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分 至 多 包含 8 枚 棋子 的 局 面 被 预先 分 析 过 。 在 1996 年 ， 至 多 包含 STU 
子 的 局 面 的 标记 数据 库 完 成 了 了 ， 然 后 被 用 到 了 Chinook 程序 上 。 要 得 到 
ERER, AME., Æ 2001 年 ， 谢 弗 的 团队 利用 回溯 分 析 法 开始 对 所 
有 至 多 包含 10 枚 棋子 的 局 面 进行 计算 和 标记 。 经 过 在 数 十 台 机 各 上 同时 
进行 的 数 千 小 时 计算 ， 这 项 工作 到 2005 年 才 最 终 完成 。 这 项 工作 需要 部 
署 并行 算法 ， 因 此 该 团队 在 这 个 算法 领域 中 也 做 出 了 重要 页 献 。 

最 后 得 到 的 数据 库 包 含 了 39 万 亿 个 局 面 。 操 作 这 个 数据 库 需 要 特 
丈 的 数据 压缩 技巧 ,将 数据 库 的 大 小 压缩 到 237 GBo 要 使 用 这 个 数据 库 ， 
就 需要 解压 缩 的 操作 ， 加 拿 大 的 研究 人 员 设 计 并 优化 了 这 些 操作 。 这 项 
精妙 的 技术 是 专门 为 该 问题 开发 的 ， 能 用 于 计算 、 控 制 和 利用 最 终局 面 
的 标记 。 
































2 Loic 

为 了 理解 回溯 标记 方法 ， 我 们 来 分 析 一 个 非常 简单 的 游戏 。 

4 EXUBS—3 10 个 棋子 。 两 位 玩家 轮流 下 棋 ， 每 一 轮 都 要 从 这 羞 棋 子 中 取 
出 2 到 3 个 , 不 能 跳 过 不 取 。 谁 拿 到 了 最 后 一 枚 棋子 谁 就 万 了 ; 如 果 最 后 只 剩 
下 一 枚 棋子 ， 那 么 就 是 和 局 。 

这 个 游戏 有 如 下 10 种 可 能 的 局 面 。 


| [1 


回 漳 分 析 的 目标 是 将 所 有 的 游戏 局 面 标 上 “ 胜 ”“ 仙 ”“ 和 ”的 记号 。 从 定 
义 上 来 说 ， 在 标记 为 “ 胜 ” 的 局 面 中 ， 如 果 轮 到 的 玩家 下 得 好 ， 那 么 无 论 对 手 
怎么 下 ， 他 都 能 获胜 。 在 标记 为 “ 负 ” 的 局 面 中 ， 轮 到 的 玩家 无 论 怎么 下 ， 如 
果 对 手下 得 好 的 话 ， 那 么 他 都 没有 办 法 避免 败北 。 在 标记 为 “和 ”的 局 面 中 ， 
轮 到 的 玩家 在 对 手下 得 好 的 情况 下 无 法 取胜 ， 但 如 果 自 己 下 得 好 的 话 ， 那 么 也 
不 会 输 掉 ; 在 这 种 局 面 中 ， 如 果 两 位 玩家 都 下 得 好 ， 那 么 就 会 导 回 和 局 。 回 漳 
分 析 从 最 简单 的 局 面 开 始 ， 一 步 步 回溯 到 更 复杂 的 情况 中 。 

根据 游戏 规则 ， 局 面 1 的 标记 是 “和 ”。 Bt Bt 和 

局 面 2 和 3 的 标记 是 “ 胜 ”， 因 为 如 果 剩 下 2 枚 或 3 UE 
子 的 话 ， 那 么 轮 到 的 玩家 就 能 磋 ( 只 要 全 取 就 行 )。 Bec 
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局 面 4 的 标记 是 “和 ”， 因 为 如 果 轮 到 我 的 时 候 剩 下 ”和 E 胜 和 
4 枚 模子， 那么 我 可 以 拿 掉 3 枚 (从 而 导向 和 局 )， 而 不 Se 
是 拿 2 枚 (否则 对 手 就 会 遍 )。 3 
负 和 胜 胜 和 局 面 5 的 标记 是 “ 负 ”， 因 为 如 果 轮 到 我 


的 时 候 剩 下 5 枚 模子 ， 那 么 这 不 可 避免 地 会 将 
Neaeec 对 手 送 入 制胜 局 面 C3 枚 或 者 2 枚 棋子 ) 
局 面 6 的 标记 是 “和 ”， 因 为 如 果 轮 到 我 
和 负 和 胜 胜 和 的 时 候 利 下 6 枚 横 子 ,那么 我 肯定 更 想 和 横 
( 取 2 枚 棋子 ， 剩 下 4 枚 ) 而 不 是 输 掉 ( 取 3 
Naeec 枚 棋子 ， 剩 下 3 枚 ) 就 像 英国 跳棋 那样 ， 从 
OD Wi OES, 


因为 局 面 7 和 8 能 到 达 “ 负 ” BE Bt 和 fa 和 BE Bt 和 
局 面 5， 所 以 它们 的 标记 是 “ 胜 ”。 


局 面 9 的 标记 是 “和 ”， 而 局 面 
10 的 标记 是 “ 负 ”。 "eec 


负 和 BE BE 和 f$ 和 BE Bt 和 一 旦 标记 过 程 结 
很 容易 就 能 下 出 完美 的 棋 。 


如 果 你 所 在 的 局 面 是 “ 胜 ” 
NaGeoc im 那么 必定 存在 一 步 
能 将 你 的 对 手 送 进 “ a 
的 局 面 中 ， 你 就 应 该 选择 这 一 步 。 BARNES 和” 的话， 那么 你 不 
能 将 对 手 送 进 “ 负 ”的 局 面 ， 人 “和 ”的 局 面 ， ee 
一 步 。 如 果 你 所 在 的 局 面 是 “人 负 ， 那么 无 论 你 怎么 下 , 对 手 都 会 处 于 “ 胜 ” 
的 局 面 ， 于 是 可 以 将 你 重新 送 到 “ 负 ” 的 局 面 ， 最 后 就 会 导致 你 落 败 。 
理论 上 来 说 ， 国际 象棋 、 黑 白 棋 等 都 可 以 实行 。 
于 是 我 们 能 确定 ， 这 些 游戏 都 拥有 最 优 策略 ， 即 使 没 人 有 人 能力 将 它们 计算 出 来 。 
有 一 个 关键 的 地 方 要 注意， 为 了 知道 初始 局 面 的 标记 并 得 到 完美 策略 ， 我 们 其 
实 不 需要 标记 所 有 可 能 的 局 面 。 的 确 ， 对 于 每 一 个 “ 胜 ” 的 局 面 来 说 ， 我 们 只 
需要 知道 能 将 对 手 送 进 “ 负 ”的 局 面 的 一 步 ， 这 样 就 可 以 忽略 游戏 中 的 所 有 其 
他 可 能 性 。 
为 了 得 到 足够 的 信息 来 证 明 初 始 局 面 到 底 是 胜 、 负 还 是 和 ， 还 有 之 后 的 最 
优 下 法 ， 需 要 进行 相当 精妙 的 标记 计算 。 P T iiir 不 能 
进行 完全 的 探索 和 标记 ， 这 个 方法 有 时 候 还 是 可 行 的 ， 而 之 前 提 到 的 所 有 游戏 
都 符合 这 一 点 。 
加 拿 大 阿尔 介 塔 大 学 的 研究 团队 刚刚 成 功 完 成 了 英国 跳棋 初始 局 面 的 标记 。 
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他 们 证 明了 这 个 初始 局 面 是 “和 ”。 为 了 得 到 这 个 结果 ， 他 们 标记 的 那 部 分 局 面 
(10 个 ) 相对 于 游戏 的 所 有 可 能 局 面 (5 x 10 ”个 ) 来 说 微不足道 ， 但 如 何 明 
^ Rcge PESCE Jo rh AT E JC EC RC] TAE 





e 先 下 后 上 


因为 不 可 能 用 回溯 分 析 直 接 回 溯 到 初始 局 面 来 获得 这 个 游戏 的 最 优 
策略 ,于 是 研究 人 员 从 为 一 端 开 始 ， 也 就 是 从 开局 者 手 解 决 这 个 问题 。 

在 回 漳 方 法 及 其 产生 的 数据 库 之 上 ， 我 们 再 加 上 一 种 “前 瞻 ” 的 新 
方法 ， 它 将 搜索 引 回 已 标记 好 的 那些 局 面 ， 避 免 计 算 转 到 没有 和布 望 的 方 
加 上 。 我 们 的 目标 还 是 发 现 所 有 局 面 组 成 的 博弈 树 的 一 部 分 ， 其 中 只 包 
含 那 些 标 记 被 计算 出 来 的 局 面 ， 由 此 定义 一 个 最 优生 略 。 我 们 注意 到 ， 
证 明 一 个 给 定 的 局 面 是 胜 、 负 还 是 和 ， 不 需要 标记 所 有 局 面 ， 而 只 需 考 
虑 那些 根据 游戏 规则 可 以 到 达 的 局 面 。 在 “前 瞻 ” 方 法 中 ， 我 们 不 寻求 
标记 所 有 局 面 ， 只 需 标 记 博 讲 树 中 可 以 被 最 优 策略 利用 的 那 部 分 ， 而 最 
优 策略 可 以 强迫 对 于 无 法 离开 这 部 分 。 更 准确 地 说 ， 在 英国 跳棋 的 情况 
下 ， 最 终 被 加 拿 大 团队 标记 并 储存 的 那 部 分 博弈 树 包 含 了 10 个 局 面 ， 
是 局 面 总 数 的 十 万 亿 分 之 一 。 

下 面 是 用 于 计算 最 优 策略 的 “前 瞻 ” 搜 索 的 思路 。 一 个 名 为 “控制 
从 ” 的 程序 会 签 试 从 初始 状态 开始 逐步 生成 一 棵 树 ， 证 明 初 始 状态 是 胜 、 
负 还 是 和 。 控 制 融 在 每 一 步 决定 哪些 局 面值 得 继续 衡量 ( 有 寻找 准确 标 
记 的 价值 ) 然后 在 这 些 仔 细 挑 选 的 局 面 上 执行 被 称 为 “求解 天” 的 程序 ， 
后 者 会 尝试 发 现 局 面 的 标记 。 

控制 带 运 作痛 后 依 徘 的 是 局 发 式 算 法 ， 它 会 以 并 非 绝 对 准确 的 方式 
衡量 某 个 局 面值 不 值得 分 析 ， 然 后 组 织 需 要 优先 处 理 的 计算 。 然 而 ， 启 发 
式 算 法 并 不 会 影响 最 终结 采 的 确定 性 。 局 发 式 算法 能 够 引导 我 们 用 计算 寻 
找 可 以 证 明 初 始 局 面 标记 的 博弈 树 ; 一 旦 找到 这 棵 树 之 后 ， 不 用 局 发 式 算 
法 也 能 验证 标记 本 号 。 局 发 式 算法 越 好 ， 就 能 越 快 找到 最 优 策略 。 但 无 论 
好 坏 ， 最 后 找到 的 树 都 定义 了 一 个 最 优 条 略 ， 而 且 不 会 冒 出 错 的 风险 。 
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这 项 人 研究 用 到 的 求解 项 有 两 类 ， 它 们 之 间 的 配合 要 无 比 默 契 。 人 第 一 
类 求解 锅 基 于 Chinook 程序 的 一 个 老 厂 本。 通常 ，Chinook 程序 会 利用 
启发 式 算 法 ， 但 这 类 方法 不 能 保证 准确 无 误 地 标记 输入 局 面 。 然 而 在 某 
些 情况 下 ， 由 此 得 到 的 结果 会 变 得 可 靠 ， 从 而 给 出 保证 正确 的 标记 。 即 
使 在 不 可 靠 的 情况 下 , 老 版 本 的 Chinook 程序 计算 出 来 的 信息 同样 有 用 ， 
这 些 信息 会 被 传递 到 控制 器 ， 用 来 重新 考虑 要 处 理 的 局 面 以 及 处 理 的 次 
序 。 当 第 一 类 求解 需 给 出 的 信息 不 够 准确 的 时 候 ， 第 二 类 求解 句 就 会 开 
始 工作 ， 后 者 基于 日 本 东京 大 学 的 长 井 步 的 研究 工作 。 就 这 样 ， 要 求解 
的 全 部 子 问 题 逐 步 变 化 ， 背 后 操控 全 局 的 就 是 控制 需 。 它 协调 不 同 求解 
顺 处 理 的 任务 ， 然 后 从 求解 锅 收 集 信息 ， 构 建 最 优 条 略 。 

为 了 能 更 快 完 成 计算 ， 在 计算 的 整体 规划 中 也 用 到 了 一 种 逐步 近似 
的 方法 。 

















Ea 探索 的 一 般 框 染 





图 中 展示 了 加 拿 大 阿尔 伯 塔 大 学 的 人 研究 团队 在 计算 瑞 国 跳棋 初始 局 面 的 标 
记 时 进行 的 搜索 。 

图 中 纵 轴 表示 棋盘 24 
上 棋子 的 数 日 , HX 2. A 完美 棋 玫 之 间 的 对 局 — | 
不 总 局 面 数 的 对 数 。 呐 0 RR [5g 
色 区 域 表 示 所 有 终局 的 pery è ë = ë r 

合 A es 17 — EZ A Li EB 17 

EORNM US — He $e 
已 被 计算 、 标 记 并 储存 好 EM 76s 
T. 椭圆 形 的 蓝 色 区 域 代表 POS 
了 在 确定 初始 局 面 的 标记 时 , 
真正 用 到 的 那 部 分 局 面 。 许 多 
局 面 无 关 紧 要 ， 要 么 因为 它们 不 
能 从 游戏 的 初始 局 面 开 始 到 达 ， 要 
么 因为 最 终 找 到 的 最 优 琐 略 避 开 了 它 
们 。 小 圆圈 表示 了 在 计算 初始 局 面 的 标 
记 时 ， 那 些 标记 已 被 计算 、 被 储存 的 超过 10 
枚 棋子 的 局 面 。 
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首先 ， 我 们 先 不 去 搜索 一 棵 确定 好 所 有 标记 的 树 ， 而 仅 搜 索 接近 正 
确 的 标记 。 这 样 找到 的 最 优 策略 不 能 保证 绝对 正确 ， 即 使 它 可 能 已 经 是 
不 错 的 下 法 。 
这 种 近似 策略 引导 我 们 进行 第 二 步 计 算 ， 得 出 更 准确 的 标记 。 这 样 
一 来 ,标记 中 的 错误 一 步 步 减少 ， 最 终 在 计算 完结 的 时 候 ， 控 制 器 得 到 
了 一 组 准确 无 误 的 标记 ， 也 就 是 稳 受 的 最 优 策略 。 
这 一 计算 从 2007 年 4 月 开始 ， 持 续 了 好 几 个 月 ， 计 算 被 分 配 在 
五 十 几 台 机 器 上 ， 它 们 同时 进行 必需 的 搜索 计算 。 
这 个 方法 有 点 像 破解 数 独 的 方法 。 为 了 找到 解答 ,需要 大 量 的 工作 ， 
利用 各 种 技巧 来 进行 推理 , 甚至 需要 直觉 的 帮助 ， 有 时 还 要 冒险 。 然 而 ， 
一 旦 我 们 得 到 答案 ， 验 证 只 需要 对 数据 进行 简单 的 机 械 检验 ， 而 不 需要 
任何 推理 ， 也 不 再 依赖 于 之 前 寻找 答案 阶段 用 到 的 那些 也 许 不 太 完 美的 
工具 。 整 个 方法 最 终 是 以 下 两 者 的 结合 : 
口 首 先 ， 预 先进 行 一 些 计算 ， 将 所 有 至 多 拥有 10 枚 棋子 的 局 面 的 
标记 计算 出 来 ， 然 后 利用 数据 压缩 技术 将 结果 储存 在 庞大 的 储 
存 空间 中 ; 

口 然后 ， 进 行 另 一 组 漫长 的 “前 瞻 ” 计 算 ， 这 些 计 算 由 一 个 控制 
器 指挥 , 在 好 几 个 月 中 占用 了 几 十 台 计 算 机 ; 为 了 尽快 完成 计算 ， 
控制 器 会 利用 各 种 近似 方法 和 启发 式 推理 。 

理论 上 ， 只 用 到 内 存 的 方法 也 是 可 行 的 ， 对 所 有 5 x 10” 种 局 面 进 
行 回溯 分 析 就 是 这 样 。 同 样 ， 单 纯 基 于 经 典 算法 ( 即 “ 无 深度 限制 的 极 
小 极 大 算法 ”) 进行 延伸 计算 的 “前 有 瞻 ”方法 也 能 导出 完美 策略 。 然 而 
在 现 有 的 技术 条 件 下 ， 我 们 无 法 单独 运用 这 两 种 “纯粹 ”的 方法 。 我 们 
最 终 需 要 设计 并 运行 的 是 两 者 精微 而 复杂 的 结合 体 。 
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想 确定 初始 位 置 的 标记 ， 就 要 对 局 面 树 的 一 部 分 进行 标记 。 图 中 展现 的 就 
是 这 棵 树 的 顶端。 这 里 用 到 的 标记 没有 框 2 中 的 那么 精确 ， 但 也 足够 了 。 我 们 
假设 两 位 棋 手 的 着 法 都 是 完美 的 。 字 母 N 表示 和 局 ; 标记 <-N 表示 要 么 这 个 局 
面 是 和 局 , 要 么 黑 方 会 输 ; ->N 表示 要 人 么 这 个 局 面 是 和 局 , 要 么 黑 方 会 左 ; 最 后 ， 
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字母 了 表示 黑 方 一 定 会 输 。 棋 子 的 移动 用 框 1 中 图 b 的 编号 表示 。 没 有 探索 的 
分 文 代表 的 就 是 那些 对 于 计算 初始 局 面 标记 的 结论 来 说 无 须 探 索 的 可 能 着 法 。 
> 


没有 探索 
SOR 


I 091 E101 FTON noo 
13 14 14 15 15 20 12 
P <-N <-N «-N «-N «-D «-D 


10 T R 33 14 13 35. 17 18 19 























m 机 器 证 明 的 定理 


最 优 琳 略 的 发 现 证 明 ， 在 有 两 位 完美 棋 手 的 情况 下 ,天国 跳 棋 的 初 
始 局 面 会 导致 和 局 。 而 这 个 发 现 来 目 目 动 化 证 明 。 

的 确 ， 说 到 最 后 ， 我 们 得 到 了 一 个 新 定理 一 一 “英国 跳棋 的 初始 局 
面 是 和 局 类 型 ”一 一 以 及 一 个 对 该 结果 的 证 明 ， 因 为 控制 各 找到 的 市 有 
标记 的 树 包含 了 所 有 证 明 这 个 定理 所 需 的 元 素 ， 也 就 是 说 ， 这 个 证 明 可 
以 被 独立 验证 〈 已 经 有 人 完成 了 验证 )。 相 比 其 他 用 到 计算 机 的 庞大 证 
明 来 说 ， 比 如 四 色 定 理 或 开 普 勒 猜想 ， 这 一 次 有 两 个 全 新 之 处 : 
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a 完成 证 明 过 程 所 需 的 复杂 计算 跨越 了 不 少年 头 ， 并 依赖 了 各 种 
各 样 的 计算 机 技术 ， 这 是 前 所 未 有 的 ; 
O 在 证 明 的 过 程 中 ， 局 发 式 算 法 从 未 如 此 不 可 或 缺 ; 这 些 局 发 式 
算法 可 被 看 作 人 类 为 了 指导 机 需 计 算 而 给 出 的 充满 知 营 的 建议 。 
在 此 之 前 ， 这 类 方法 在 目 动 证 明 的 过 程 中 常常 缺 讶 或 只 占 次 要 
地 位 。 但 这 一 次 ， 假 如 没有 启发 式 算法 ,证明 就 不 可 能 实现 。 
英国 跳棋 的 棋 手 积累 了 下 棋 的 千 意 ， 然 后 ， 这 些 智 总 被 表达 成 司 发 
式 算 法 。 在 人 研究 人 员 开 发 的 程序 中 ， 有 多 个 层次 都 用 到 了 这 些 方法 ， 同 
时 , 人 们 常年 在 开发 新 方法 和 协调 各 种 计算 机 技术 上 也 积累 了 不 少 乔 芒 ， 
这 二 者 结合 起 来 ， 最 终 完 成 了 这 项 计算 。 代 助人 类 目前 拥有 的 技术 水 平 
( 除 高 速 计算 以 外 ， 还 有 数据 储存 技术 )， 这 项 计算 证 明了 一 个 结论 简洁 
的 数学 结果 。 加 拿 大 团队 的 人 研究 成 果 并 不 意味 看 机 楷 战 胜 了 人 类 ， 这 是 
人 类 上 自身 的 胜利 。 通 过 充分 掌握 上 自己 建造 的 计算 工具 和 储存 工具 ， 人 研究 
人 员 取 得 了 伟大 的 成 头 ， 而 这 件 事 是 任何 人 类 单打 独 斗 都 做 不 到 的 ， 而 
没有 经 过 精心 编程 的 机 融 也 不 可 能 做 到 。 廷 斯 利 也 许 是 英国 跳棋 的 天 才 ， 
但 升级 版 的 Chinook 程序 退 上 甚至 超过 了 这 位 不 败 的 王者 。 
































B 棋 类 游戏 的 未 来 


这 类 游戏 的 未 来 会 怎么 样 ? 首先 ， 英 国 跳棋 的 问题 并 没有 被 完全 解 
De. 我 们 还 不 知道 对 于 所 有 可 能 布局 的 最 优 策略 (但 对 西非 播 棋 的 研究 
已 经 解决 了 这 一 点 )， 我 们 知道 的 只 是 标准 开局 的 最 优 策略 。 这 一 点 细 
微 差异 并 非 无 足 轻 重 ， 因 为 在 人 类 选手 参与 的 众多 比赛 之 中 ， 开 局 并 非 
标准 开局 ， 而 是 随机 抽取 的 已 经 移动 3 步 之 后 的 合理 局 面 。 要 在 这 些 比 
赛 中 立 于 不 败 之 地 ， 就 需要 确定 大 约 200 个 局 面 的 最 优 策 略 ! 

国际 跳棋 〈 法 国 跳棋 ) 用 的 是 10 x 10 的 棋盘 ， 明 显 比 英国 跳棋 更 
难 ， 而 在 不 远 的 将 来 ， 这 种 游戏 似乎 不 太 可 能 得 到 类 似 于 加 拿 大 团队 的 
那 种 结 

国际 象棋 的 可 能 局 面 数 大 概 是 英国 跳棋 局 面 数 的 平方 ， 我 们 就 此 能 
大 概 确定 ， 想 找到 国际 象棋 的 最 优 策 略 ， 可 能 需要 更 漫长 的 岁月 。 
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和 几何 孕育 了 无 数 迹 题 。 有 
些 迹 题 历史 悠久 ， 明 引 了 一 代 代 的 数 
学 爱好 者 ， 甚 至 还 有 数学 家 ! 最 近 ， 
计算 机 寿 如何 解 决 这 些 最 困难 的 恋 题 
上 也 有 了 发 言 权 ， 比 如 有 16 个 提示 
数字 的 数 独 问题 ， 等 等 。 











数 独 迷 局 


在 数 独 方 阵 中 放 入 16 个 提示 数字 ， 并 不 足以 保证 解法 唯一 。 为 了 
证 明 这 一 点 ， 需 要 枚 举 所 有 方 阵 ， 这 里 要 用 到 不 少 技巧 ， 为 的 就 是 缩短 
计算 时 间 。 

有 人 以 为 ， 机 髓 的 运算 能 力 可 以 让 我 们 不 用 思考 一 一 这 只 是 幻 党 。 
对 于 数 独 中 的 “最 少 提示 个 数 ” 问 题 来 说 ， 我 们 会 看 到 ， 计 算 很 快 就 会 
达到 可 行 的 界限 ， 而 为 了 超越 这 个 界限 ， 我 们 需要 创造 力 、 数 学 ， 还 有 
相当 大 的 耐性 。 





O 数 独 的 直观 表示 
由 让 一 弗 明 索 瓦 科隆 纳 绘制 。 
每 种 颜色 表示 一 个 数字 。 


我 们 来 回忆 一 下 数 独 的 规则 ， 顺 便 约定 几 个 术语 。 一 个 “完整 数 独 
方 阵 ” 就 是 一 个 由 9 x 9 = 81 个 方 格 组 成 的 方 阵 ， 每 个 格子 包含 一 个 在 
1 和 9 之 间 的 数字 ， 同 时 满足 : 

、 每 一 行 和 每 一 列 都 包含 每 个 数字 恰好 各 一 次 ; 

二 、 每 个 3 x 3 的 子 方 阵 (将 方 阵 切 成 9 块 所 得 ,每 块 包含 9 个 方 
格 ) 都 包含 从 1 到 9 的 数字 恰好 各 一 次 。 

对 于 一 个 部 分 填 满 的 方 阵 ， 如 果 存在 唯一 的 方法 将 它 填 完整 一 这 
是 完成 游戏 的 目标 ， 那 么 它 就 是 一 个 “合法 数 独 问题 "。 要 讲 清楚 一 点 ， 
在 数 独 中 ， 机 器 能 打败 人 类 ， 很 多 程序 都 能 让 计算 机 的 解 题 速度 打败 最 
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优秀 的 人 类 玩家 。 无 论 问题 有 多 难 ， 最 好 的 程序 能 在 不 到 干 分 之 一 秒 的 
时 间 内 解答 任何 数 独 问 题 。 所 以 说 ， 人 类 玩 数 独 只 能 是 为 了 好 玩 。 

当 我 们 答 试 编 与 数 独 题 时 ， 如 末 在 格子 里 给 出 的 数字 太 少 ， 那 么 这 
个 部 分 填 满 的 方 阵 束 不 会 是 合法 数 独 问 题 ( 只 填 一 个 格子 显然 就 是 这 种 
情况 )， 因 为 会 出 现 多 种 可 能 的 解答 。 在 报纸 里 登载 的 数 独 通 第 有 25 个 
左右 已 经 填 好 的 格子 。 但 我 们 知道 ， 有 一 些 合法 数 独 问题 只 包含 17 个 
提示 数字 BEI). 

于 是 ， 最 小 提示 数目 的 问题 就 成 了 : 合法 数 独 问题 至 少 需要 多 少 个 
提示 数字 ? 

17 个 提示 数字 的 例子 告诉 我 们 ， 这 个 最 小 值 至 多 是 17。 人 们 对 包 
含 16 个 提示 数字 的 合法 数 独 问题 搜寻 了 很 长 时 间 ， 却 没有 成 功 ， 于 是 ， 
人 们 猜想 这 个 答案 就 是 17。 

















B 最 少 是 16 T, 还 是 17 个 ? 


这 个 问题 一 直 悬 而 未 决 ， 直 到 2011 年 12 月 ， 爱 尔 兰 都 柏林 大 学 的 
加 里 ， 麦 圭 尔 和 他 的 团队 给 出 了 答案 。 在 持续 一 年 的 计算 里 ， 人 花费 了 相 
当 于 单一 处 理 硕 800 年 的 计算 力 之 后 ， 他 们 得 出 的 结果 就 是 : 拥有 16 
个 提示 数字 的 合法 数 独 问题 不 人 存在， 所 以 ， 合 法 数 独 问题 的 最 小 提示 数 
HWE 17。 
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图 a 是 包含 17 个 提示 的 数 独 方 阵 ， 它 只 有 一 个 解答 ， 就 是 图 b。 这 类 数 独 
之 来 了 一 个 问题 : 我 们 能 不 能 省 去 更 多 的 提示 ,只 在 方 阵 中 给 出 16 个 提示 数字 ， 
就 能 保证 解答 的 唯一 性 ? 加 里 麦 直 尔 及 其 团队 的 计算 证 明了 ， 想 确保 解答 的 
唯一 性 ， 至 少 要 给 出 17 个 数字 。 然 而 有 时 候 ，17 个 提示 并 不 足够 。 图 c 里 的 
数 独 就 是 18 个 提示 才 足 够 的 例子 一 一 任何 一 个 包含 17 个 提示 的 数 独 问题 都 是 
不 合法 的 。 这 个 数 独 方 阵 还 展示 了 在 麦 圭 尔 的 程序 核心 中 “不 可 避免 子 集 ” 方 
法 的 力量 。 
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考虑 图 c 左 上 方 黄色 一 列 3 个 数字 
(1, 4, 7) 和 靠近 中 间 芮 色 一 列 3 个 数字 
(4, 7, 1)， 将 它们 交换 就 能 得 到 一 个 完整 的 
新 数 独 方 阵 。 这 证 明了 ， 所 有 能 得 出 这 个 
方 阵 的 数 独 问题 都 应 该 包括 这 6 个 格子 中 
的 一 个 。 对 于 (4, 7, D 这 一 列 和 右面 黄色 
— (7, 1, 4) 来 说 也 是 如 此 ， 而 (1 4, 7) 和 
(7, 1, 4) 两 列 同 样 如 此 。 由 此 可 知 ， 在 以 这 
个 方 阵 为 唯一 解 的 任何 数 独 问题 中 ， 上 方 
这 9 个 黄色 方 格 中 至 少 有 2 个 格子 要 作为 
提示 给 出 。 对 于 上 方 其 他 同色 方 格 〈 绿 色 
或 红色 ) 来 说 也 是 这 样 ， 同 法 推理 也 能 应 
用 到 中 间 和 下 方 的 方 格 上 。 这 里 总 共 就 有 
9 组 方 格 ， 每 组 9 个 方 格 ， 而 每 组 方 格 至 少 
包含 2 个 提示 。 所 以 ， 所 有 能 得 出 图 c 方 阵 
的 数 独 问 题 都 至 少 包含 18 个 提示 数字 。 于 
是 ， 在 这 个 特殊 情况 下 ， 不 存在 只 有 17 个 
提示 数字 的 合法 数 独 问 题 。 对 于 任意 的 完 
整 方 阵 ， 都 可 以 证 明 合 法 数 独 问题 至 少 拥 
有 8 个 提示 数字 。 如 果 数 独 问题 只 包含 7 
个 其 至 更 少 的 提示 数字 ， 却 要 得 出 一 个 给 
定 的 完整 方 阵 G， 那 么 问题 提示 中 不 会 提 
到 2 个 数字 ， 如 8 和 9。 如 此 一 来 ， 这 7 
个 提示 无 法 将 目标 完整 方 阵 G 和 通过 调换 
8 和 9 得 到 的 方 阵 G' 区 分 开 来 。 所 以 ，7 
个 提示 不 能 构成 合法 数 独 问题 。 

目前 ， 这 样 的 数学 推理 并 不 能 让 研究 
走 得 更 远 ， 我 们 甚至 不 知道 如 何在 不 利用 
机 器 的 情况 下 证 明 8 个 提示 不 可 能 构成 合 
法 数 独 问 题 。 


| | 
| [7| 
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这 是 一 个 数学 定理 。 由 于 在 所 有 关于 数 独 的 数学 问题 中 ， 人 们 对 这 
个 问题 花 了 最 多 的 心血 ， 所 以 称 之 为 “ 数 独 定理 ”。 一 个 证 明 最 终 让 它 
拥有 了 目 己 的 姓名 ， 而 这 里 采用 的 正 是 越 来 越 常 见 的 计算 机 证 明 〈 其 他 
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例子 见 框 2 )。 各 个 计算 步骤 的 细节 还 没有 被 公开 发 表 ， 因 为 这 将 是 一 
份 连篇 昧 了 胰 的 文件 ， 所 以 ， 该 证 明 的 论文 只 描写 了 用 到 的 方法 ， 描 述 并 
证 明了 一 些 有 用 的 纯 数学 命题 ， 但 论文 的 内 容 不 足以 验证 定理 本 身 ， 除 
非 重 新 编写 程序 并 进行 计算 。 

此 前 ， 这 篇 论文 的 几 个 早期 版 本 就 能 在 网 上 找到 了 ,但 直到 2014 年 
6H 12 日， 最 终 版 本 才 发 表 在 《实验 数学 》( Experimental Mathematics ) 
期 刊 上 。 尽 管 论 文 已 经 正式 发 表 一 一 这 对 于 数学 结 末 被 严肃 承认 来 说 至 
关 重 要 一 一 而 且 男 一 个 团队 在 2013 年 9 月 完成 了 对 计算 的 验证 ， 但 是 有 
些 人 研究 人 员 ， 比 如 美国 再 卡罗来纳 大 学 的 乔 舒 亚 ' 库 珀 ， 还 是 怀疑 该 定 
理 的 “合法 地 位 ”， 因 为 它 的 “证 明 ” 很 特殊 ， 难 以 排除 所 有 错误 。 我 之 


我 们 先 来 介绍 麦 主 尔 和 其 他 尝试 解决 这 一 问题 的 研究 人 员 用 到 的 证 
明 方法 ， 其 中 ， 一 些 因素 十 分 关键 :初步 数学 分 析 、 与 其 他 团队 的 协作 
( 合作 方 完成 了 其 他 繁重 的 计算 ， 并 将 一 些 程序 转交 给 麦 圭 尔 )、 必 不 可 
少 的 严谨 的 方法 论 、 在 编程 和 实现 计算 时 必需 的 精巧 技术 以 及 超 乎 想象 
的 庞大 计算 量 。 









































m 计算 机 证 明 


首 助 计算 机 来 证 明 数 学 结果 ， 这 种 情况 现在 越 来 越 多 。 通 常 ， 计 算 机 唯一 
介入 的 地 方 就 是 ， 人 们 在 手 算 证 明 一 些 纯粹 的 数学 结果 之 后 ， 会 把 基于 数学 之 
上 的 算法 托付 给 机 器 。 数 独 的 17 个 提示 定理 的 证 明 也 是 这 样 。 

依 徘 计算 机 计算 来 证 明定 理 ， 这 通常 会 让 人 觉得 不 够 满意 ， 因 为 一 来 没有 
人 类 能 单独 检验 证 明 ， 二 来 ， 这 些 程序 和 它们 的 计算 有 可 能 出 现 各 种 错误 。 为 
了 减少 出 错 ， 人 们 发 明了 用 计算 机 进行 “形式 证 明 ” 的 方法 ， 可 以 大 大 减少 相 
应 的 风险 ， 甚 至 在 菏 些 情况 下 ， 这 种 方法 比 人 类 实现 的 证 明 更 能 保证 其 正确 性 。 
人 们 编写 了 一 些 “证 明 辅 助 工 具 ”， 数 学 家 能 用 这 些 特殊 软件 一 步 步 与 出 证 明 的 
每 个 步 又 ， 不 会 坏 记 其 中 任何 一 步 ， 而 这 种 茧 失 却 有 可 能 在 人 类 利用 各 种 捷径 
完成 证 明 时 出 现 。 

完整 的 证 明 会 由 其 他 独立 而 严谨 的 程序 进行 验证 一 一 这 项 工作 会 区 给 几 个 
不 同 的 验证 程序 进行 。 这 些 验证 程序 日 喘 也 已 经 通过 了 非常 严 可 的 检查 ,“ 证 明 ” 
它们 能 正 第 运转 。 这 样 一 来 ,我们 就 能 近乎 完美 地 确定 证 明 的 正确 性 。 
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在 所 有 经 受过 证 明 辅 助 工具 验证 的 定理 之 中 ， 有 两 个 特别 引 人 注 目 。 第 一 
TE “WEE”: 所 有 平面 地 图 都 可 以 用 四 种 颜色 染色 ， 使 得 相 邻 国家 的 染色 
都 不 相同 。 该 定理 的 证 明 在 01976 年 完成 ， 在 2005 年 由 法 国 国家 信息 与 自动 化 
研究 所 的 团队 完成 了 形式 验证 。 

另 一 个 是 托马斯 黑 尔 斯 的 定理 ， 它 解决 了 有 关 球 体 
最 密 堆 积 的 “ 开 普 勒 猜想 ”( 见 右 图 )。1998 年 黑 尔 斯 
和 他 的 团队 证 明了 这 一 猜想 ， 然 后 在 2014 年 完成 
了 形式 验证 。 

遗憾 的 是 ， 麦 在 尔 在 证 明 数 独 定理 时 ， 可 
能 在 很 长 时 间 内 也 无 法 应 用 证 明 辅 助 工具 ， 因 
为 这 里 所 需 的 计算 量 相 当 庞 大 ， 所 以 ， 假 如 没有 
数学 上 的 新 进展 的 话 ， 那 么 相应 的 形式 证 明 只 能 是 在 更 严谨 的 框架 下 重复 计算 ， 
这 样 才能 避免 错误 ， 而 这 需要 更 大 的 计算 量 ， 用 现在 的 技术 是 办 不 到 的 。 



































问题 在 于 : 是 否 存 在 一 个 完整 数 独 方 阵 G， 使 得 我 们 从 中 抽取 16 
个 提示 数 子 ， 在 由 它们 组 成 的 数 独 被 (按照 游戏 规则 ) 解决 后 ， 必 然 得 
到 原来 的 方 阵 G? 

解决 这 个 问题 的 方法 分 三 个 步 召 : (A) 枚 举 所 有 完整 的 数 独 方 阵 ; 
(B) 对 于 每 个 完整 数 独 方 阵 ， 考 虑 所 有 抽取 16 个 提示 数字 的 方法 ; (O X 
于 所 有 这 样 组 成 的 包含 16 个 提示 的 数 独 问 题 ， 运 行 东 种 效 独 解 题 程序 ， 
来 找到 至 少 两 种 不 同 的 解答 。 

如 朵 所 有 完整 数 独 方 阵 都 能 通过 这 项 测试 ， 那 就 证 明了 16 个 提示 
数字 不 够 ，17 个 才 是 正确 答案 。 但 按照 我 刚才 说 的 方法 下 接 进 行 计算 
的 话 ， 这 要 花 上 几 个 世纪 。 

有 三 个 想法 能 够 减少 计算 时 间 ， 而 且 如 果 运 用 适当 的 话 ， 就 能 将 计 
算 时 间 压 缩 到 合理 的 范围 内 。 

(A) 限制 对 完整 效 独 方 阵 的 枚 举 。 


(B) 寻找 一 种 方法 ， 避 免 枚 举 在 81 个 元 素 中 选 出 16 个 元 素 组 成 的 
所 有 子 集 ， 因 为 这 样 的 子 集 太 多 了 | 


(C) 利用 最 有 效 的 算法 测试 条 个 数 独 问题 是 否 只 有 一 个 正确 解 管 。 
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我 们 注意 到 还 有 一 种 可 能 方法 : (A') 枚 举 包含 16 个 提示 的 所 有 数 
独 问 题 ; (B) 证 明 每 一 个 问题 都 有 多 个 解答 。 然 而 ， 能 大 幅 减 少 步骤 
(B) 中 的 计算 (之 后 会 再 解释 ) 的 “不 可 避免 集合 ”理论 ， 让 三 步 走 
(A-B-C) 的 方法 比 两 步 走 (A'-B) 更 加 高 效 。 

完整 方 阵 的 总 数 在 2003 年 就 由 马克 ' 布 拉 德 尔 计 算出 来 了 ， 但 
在 2006 年 ， 贝 尔 特 拉 姆 . 费 尔 根 紧 尔 和 上 弗 雷 泽 . 贾 维 斯 才 在 一 篇 文章 
中 解释 了 它 。 这 个 数 无 比 庞大 , 等 于 9! x 2° x 3” x 27 704 267 971 = 
6 670 903 752 021 072 936 960 = 6.6... x 10”. 


这 个 数量 级 相当 于 所 有 计算 机 设备 (包括 手机 ) 储存 空间 的 总 和 ， 
而 这 些 设备 加 起 来 大 概 每 秒 能 执行 10” 条 指令 。 这 些 数 不 太 精确 ， 特 别 
是 ， 我 们 不 可 能 知道 哪些 机 需 已 经 不 能 运作 了 ， 但 如 果 人 允许 0.1 倍 到 10 
倍 以 内 的 误差 ， 那 么 这 些 数 就 能 指出 我 们 目前 的 情况 。 

要 对 数 独 方 阵 进行 计算 ， 确 定 它 能 否 导出 一 个 16 个 提示 的 合法 数 
独 问题 ， 这 是 个 繁重 的 工作 。 如 果 直 接 计 算 的 话 ， 那 么 即使 将 地 球 上 
所 有 计算 工具 都 投入 进来 ， 也 根本 不 可 能 解决 问题 。 如 何 减少 需要 考虑 
的 方 阵 数 日 ， 这 就 是 数学 能 帮助 麦 直 尔 团 队 的 第 一 点 。 如 果 在 一 个 完整 
的 数 独 方 阵 中 ， 将 所 有 1 换 成 9， 将 所 有 9 换 成 1， 那 么 就 会 得 到 为 一 
个 完整 的 数 独 方 阵 。 如 果 第 一 个 方 阵 拥有 含 16 个 提示 的 合法 数 独 问题 ， 
那么 第 二 个 方 阵 同 样 如 此 : 将 第 一 个 方 阵 的 合法 数 独 问题 中 的 所 有 1 换 
成 9， 所 有 9 换 成 1， 就 得 到 了 第 二 个 方 阵 的 一 个 合法 数 独 问题 。 所 以 ， 
我 们 只 需要 人 研究 两 者 之 一 。 对 换 1 和 9 并 不 是 得 到 等 价 方 阵 的 唯一 转换 
方法 。 实 际 上 ， 所 有 1, 2, …, 9 这 9 个 数字 的 置换 都 能 以 一 个 完整 方 阵 
为 起 点 构筑 另 一 个 完整 方 阵 ， 而 且 两 个 方 阵 是 等 价 的 。 对 于 每 个 完整 方 
阵 ， 这 一 过 程 会 给 出 91 =9x8x7x6x5x4x3x2=362880 个 
SETZT ER. TUBE. XXUESACKÍBSMEA EF Mei As 

然而 ， 数 字 之 间 的 置换 也 不 是 得 到 等 价 方 阵 的 唯一 方法 。 在 应 用 到 
完整 数 独 方 阵 上 时 ， 下面 几 种 操作 也 能 得 到 等 价 方 阵 。 

OQ egeret. KE bb ER d In] X 

在 一 起 的 3 x 3 方 阵 (有 三 个 水 平 区 域 : 上 方 、 中 间 和 下 方 )。 
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口 选择 两 个 垂直 区 域 并 将 它们 交换 。 垂 直 区 域 是 指 三 个 紧 回 紧 挨 
在 一 起 的 3 x 3 方 阵 (有 三 个 垂直 区 域 : 左 方 、 中 间 和 右 方 )。 

a 交换 同一 水 平 区 域 的 两 行 。 

口 交换 同一 坚 直 区 域 的 两 列 。 

口 对 方 阵 进行 转 置 ( 第 一 行 变 成 第 一 列 , 第 二 行 变 成 第 二 列 , 等 等 )。 
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@ 两 个 “不 可 避免 集合 ” 
两 个 “不 可 避免 集合 ”在 方 阵 中 用 蓝 色 和 樟 
色 标记 出 来 。 每 个 集合 都 需要 包含 至 少 一 个 
提示 数字 ， 数 独 才 有 可 能 有 唯一 解 。 


到 了 最 后 ， 一 个 完整 方 阵 会 与 其 他 大 量 的 方 阵 等 价 。 这 些 方 阵 可 以 
分 成 不 同 的 类 别 ， 只 需 在 每 个 类 别 中 处 理 一 个 方 阵 就 够 了 。 

利用 伯 恩 赛 德 引 理 等 群 论 工 具 ， 我 们 能 知道 不 等 价 的 完整 方 阵 的 确 
BRE: 5472730 538 z 5.5 x 10?。 

美国 电话 电报 公司 (AI&T ) KEERA RE -1 E T 
完整 的 数 独 方 阵 目录 ， 其 中 在 每 个 等 价 类 别 中 只 取 一 个 方 阵 。 为 数 独 方 
阵 专 门 设计 的 压缩 算法 能 将 福 款 的 目录 储存 在 6 GB 的 空间 中 一 一 这 相 
当 了 不 起 了 ， 因 为 这 个 算法 储存 一 个 方 阵 只 需 大 概 一 个 字 节 〈8 比特 )。 






































B 寻找 “不 可 避免 集合 





如 采 不 用 点 手段 的 话 ， 那 么 对 于 保留 下 来 的 每 个 方 阵 ， 我 们 需要 检 
查 从 中 抽出 16 个 提示 的 所 有 方式 。 但 从 81 个 格子 中 取出 16 个 的 方式 
一 共有 33 594 090 947 249 085 = 3.4 x 10'^ 种 。 这 就 引出 了 大 量 的 数 独 
问题 ,每 解 一 个 问题 都 会 发 现 至 少 两 个 解答 ,这 个 数目 非常 庞大 , 它 等 于 : 
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5 472 730 538 x 33 594 090 947 249 085 = 
183 851 407 423 359 414 572 057 730 = 1.8 x 10? 


这 个 数 远 远 超过 了 可 以 实现 的 范畴 ， 就 算 用 上 地 球 上 所 有 的 计算 能 
力也 无 法 实现 。 在 这 里 ， 数 学 又 提供 了 一 个 有 趣 的 想法 ， 那 就 是 “不 可 
避免 集合 法 ”。 我 们 用 图 中 的 完整 方 阵 G 来 解释 这 种 方法 。 要 构造 一 个 
解答 为 G 的 合法 数 独 问题 ， 提 示 数 字 之 一 必须 出 目 方 阵 上 方 4 个 赣 色 方 
格 之 一 。 这 是 因为 ， 另 一 个 很 相似 的 完整 方 阵 G' 可 以 仅 通 过 交换 4 个 
蓝 色 方 格 中 的 9 和 5 得 到 。 如 果 数 独 问 题 在 这 4 个 格子 中 没有 提示 数字 
的 话 , 就 不 可 能 知道 解答 到 底 是 G 还 是 G', 也 就 是 说 , 这 不 是 合法 问题 。 
对 于 6 个 检 色 格子 来 说 也 是 如 此 : 将 2 个 矩形 中 的 3 个 数字 C, 2, 1) 和 
(1, 7, 2) 交换 ， 就 能 得 到 另 一 个 完整 方 阵 G"; 如 果 6 个 格子 中 不 包含 至 
少 一 个 提示 的 话 ， 那 么 就 无 法 排除 G” 的 可 能 性 。 

这 样 的 集合 就 叫 作 ”不 可 避免 集合 ”。 如 有 果 对 于 一 个 完整 方 阵 G 来 说 ， 
我 们 能 找到 磊 个 不 可 避免 集合 。 假 如 它们 之 间 没 有 交集 的 话 ， 那 么 我 们 
就 能 肯定 ， 拥 有 唯一 解 G 的 所 有 数 独 问题 都 包含 每 个 不 可 避免 集合 中 的 
至 少 一 个 方 格 ， 也 就 是 说 ， 至 少 有 个 提示 数字 。 当 某 些 不 可 避免 集合 
有 交集 的 时 候 ， 人 情况 会 更 复杂 一 些 , 但 同样 会 给 出 所 有 导 癌 G 的 数 独 问 


题 的 最 少 提示 个 数 。 
































3f 数 独 猜 想 的 历史 


麦 在 尔 及 其 团队 对 数 独 的 “最 少 提示 个 数 ” 问 题 的 研究 始 于 2005 F, 当年 ， 
他 们 实现 了 最 初 的 程序 ， 搜 索 给 定 完整 方 阵 包 含 的 所 有 合法 数 独 问 题 。 

但 直到 2009 年 , 故 圭 尔 和 他 的 同事 们 才 意 识 到 有 可 能 实现 这 个 问题 的 解答 ， 
然后 才 开 始 春 手 系统 性 工作 。 当 时 ， 戈 登 ， 罗 伊 尔 编 集 了 包含 17 个 提示 的 各 种 
合法 数 独 问题 的 列表 , 同时 也 在 搜寻 只 包含 16 个 提示 的 合法 问题 , 但 一 无 所 获 。 
在 这 种 情况 下 ，16 个 数字 不 足够 的 猜想 貌似 更 有 可 能 。 有 一 个 数 独 方 阵 相当 引 
人 注目 (WFE), EWA 29 个 不 同 的 包含 17 个 提示 的 合法 数 独 问题 ， 而 我 们 
到 今天 也 还 没有 找到 任何 完整 方 阵 能 拥有 30 个 包含 17 个 提示 的 合法 数 独 问题 。 
这 个 方 阵 拥 有 大 量 包含 17 个 提示 的 合法 数 独 问 题 ， 因 此 ， 人 们 曾经 希望 能 从 中 
抽取 一 个 只 包含 16 个 提示 的 合法 问题 ， 却 空手 而 归 一 一 人 们 觉得 ， 找 到 了 肯定 
猜想 的 证 据 。 在 得 到 “至 少 需要 16 个 提示 ”的 结果 之 前 ， 奥 地 利 格拉 次 大 学 的 
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一 个 研究 团队 在 2008 年 用 计算 证 明了 11 个 提示 并 不 足够 。 这 个 团队 为 了 证 明 
12 个 提示 不 足够 而 进行 的 计算 半途 而 废 了 。 这 说 明 ， 我 们 离 目 标 还 很 还。 但 要 
记 住 ， 纯 数学 的 推理 最 多 只 能 证 明 需 要 7 个 提示 ( 见 框 1)， 所 以 ,计算 机 证 明 
走 在 了 前 头 。 
在 2008 4E, — 17 岁 的 少女 提出 了 一 个 关于 16 个 提示 不 足够 的 数学 证 
明 ,但 人 们 很 快 发 现 , 她 的 推理 中 有 错误 。 
在 2010 年 ， 台 湾 交通 大 学 的 研究 团队 学 
试 利 用 分 布 式 计算 解决 16 个 提示 的 问题 。 
该 团队 的 计算 表明 ， 利 用 他 们 手头 上 的 
工具 ,这 个 问题 可 以 通过 2400" 处理 天 年 ” Dni ODE Oa 
计算 机 在 一 年 内 的 计算 量 。 整 个 计算 在 
2013 年 9 月 完成 ( 落 于 麦 直 尔 之 后 )。 CEE ang oA 
麦 在 尔 的 团队 的 计算 历程 跨越 了 整 ‖3 |4|2|:| ?|s|s| se 
个 2011 年 ， 总 量 相当 于 800 处 理 器 年 。| 8 | 5 | + | 5 19|4|3|2|2. 
每 个 完整 数 独 方 阵 的 处 理 时 间 都 被 记录 Vo ls |a le 6 |a| le 


了 下 来 。 平 均 来 说 ， 每 个 方 阵 需要 3.6 
秒 来 处 理 。 记 述 这 项 结果 的 文章 发 表 于 O 这 个 数 独 拥有 29 个 包含 17 个 提示 的 
2014 年 。 合法 问题 。 
































最 后 的 中 刺 


就 这 样 ， 处 理 完 整 方 阵 G 并 证 明 它 的 合法 问题 至 少 需 要 17 个 提示 ， 
这 项 工作 归结 于 寻找 并 利用 尽 可 能 多 的 不 可 避免 集合 ,在 各 种 尝试 之 后 ， 
人 研究 人 员 采 用 了 以 下 策略 ， 并 将 它 应 用 到 福 勒 列表 中 55 亿 个 完整 方 阵 
Ha —T 5b. 

、 利 用 所 需 的 算法 ， 确 定 所 有 人 少 于 2 个 格子 的 不 可 避免 集合 

如 果 导 找 不 可 避免 集合 时 不 限制 集合 大 小 ， 尽 管 初 看 起 来 更 好 ， HAE 
计算 总 量 增加 。 

二 、 从 中 得 出 〈 仍然 利用 算法 ) 对 于 这 一 族 不 可 避免 集合 来 说 ， 所 
有 可 以 接受 的 拥有 16 个 提示 的 数 独 问题 ， 也 就 是 在 每 一 个 不 可 避 人 钢 集 
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合 中 都 有 至 少 一 个 提示 的 数 独 问题 。 这 部 分 留 下 来 的 数 独 问题 远 远 少 于 
全 部 3.4 x 10 "个 仅 包含 16 个 提示 的 问题 。 平 均 来 说 ， 每 个 完整 数 独 
方 阵 拥有 360 个 少 于 13 个 格子 的 不 可 避免 集合 。 

三 、 对 于 剩 下 的 数 独 问题 来 说 ， 采 用 一 个 测试 程序 弄 清 它们 是 否 只 
有 唯一 的 解答 。 要 设置 并 编写 出 效率 最 高 的 程序 ， 就 需要 推导 一 些 有 天 
不 可 避免 集合 的 数学 结果 ， 而 在 算法 的 实现 中 也 要 特别 小 心 、 细 有 致 。 

麦 直 尔 团队 的 程序 质量 很 高 ， 他 们 最 终 在 与 中 国 团队 的 苋 争 中 获胜 
( 中国 团队 在 一 年 后 得 到 了 相同 结果 )。 然 而 ， 中 国 团队 的 计算 并 没有 白 
费 ， 因 为 他 们 得 到 了 同样 的 结果 ， 所 以 能 肯定 17 的 确 是 合法 数 独 问题 
所 需 的 最 少 提示 个 数 。 

整套 方法 的 最 后 一 部 分 需要 用 到 数 独 解 题 程序 ， 这 种 程序 必须 能 指 
出 ， 某 个 数 独 问题 因为 拥有 多 个 可 能 解答 所 以 不 合法 。 研 究 人 员 之 间 的 
无 偿 分 享 精神 ， 在 这 里 发 挥 了 积极 作用 。 麦 圭 尔 的 团队 觉得 ， 与 其 开发 
目 己 的 数 独 解 题 程序 ， 不 如 在 已 开发 的 程序 中 找到 最 好 的 一 个 。 他 们 的 
选择 是 布 赖 恩 … 特 纳 的 一 个 开源 软件 ( 可 以 自由 使 用 、 核 查 和 修改 代码 
的 软件 )。 特 纳 是 谷歌 工程 师 ， 在 业余 时 间 以 编写 游戏 程序 为 乐 。 这 个 
程序 的 速度 非常 快 ， 被 继续 优化 之 后 ， 它 能 在 一 秒 钟 内 测试 50 000 个 
包含 16 个 提示 的 数 独 问 题 。 在 所 有 部 件 各 就 各 位 并 通过 验证 之 后 ， 研 
究 人 员 开 始 在 完整 方 阵列 表 中 搜索 包含 16 个 提示 的 合法 数 独 问 题 。 在 
经 过 一 年 计算 后 ， 他 们 终于 得 出 了 结论 : 这 样 的 问题 不 存在 | 
































B —HErH? 





然而 ， 为 了 成 功 证 明 “ 数 独 定理 "， 人 研究 人 员 这 种 利用 计算 机 协同 
工作 的 好 办 法 也 市 来 了 一 个 问题 : 这 个 计算 建立 在 一 系列 巧妙 的 程序 上 ， 
在 煞 百 个 不 同 的 处 理 融 上 运行 了 一 整 年 ,并且 只 被 验证 过 一 次 ， 用 的 还 
都 是 相当 类 似 的 方法 ,我 们 能 信任 这 样 的 计算 吗 ? 我 们 难以 百分之百 地 
确定 ， 问 题 在 于 计算 本 里 的 性 质 一 一 计算 机 对 包含 16 个 提示 的 合法 数 
独 问 题 进行 了 一 场 未 琳 的 搜索 。 一 般 情况 下 ， 如 琳 计 算 机 在 找到 菏 个 问 
题 的 解答 后 ， 且 该 解答 可 以 用 比 搜索 算法 更 快 的 方法 来 验证 的 话 〈 就 像 
搜寻 超大 系数 的 情况 )， 那 么 我 们 设 什 么 理由 怀疑 解答 的 正确 性 。 进 行 
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搜寻 的 第 一 个 程序 的 代码 可 能 有 问题 ， 程 序 也 可 能 因为 内 部 漏洞 或 操作 
系统 漏洞 而 出 错 ， 另 外 ， 程 序 还 可 能 忽视 了 程序 员 希 望 进行 的 某 部 分 搜 
索 ， 等 等 。 但 如 果 在 计算 之 后 ， 我 们 能 用 其 他 程序 来 进行 迅速 而 独立 的 
验证 , 那 就 没有 问题 。 预 备 阶段 的 计算 可 能 需要 很 多 时 间 , 但 这 无 所 谓 ， 
因为 它 与 数学 上 的 确认 无 关 。 

但 在 这 个 问题 上 ， 情 况 反 过 来 了 : 整个 程序 用 了 一 年 的 时 间 来 搜索 
某 种 东西 ， 但 没有 找到 ， 而 我 们 需要 确定 没有 漏 掉 任 何 东 西 。 于 是 我 们 
必须 确定 ， 用 到 的 每 一 处 数学 的 理解 和 应 用 都 是 完美 的 ， 而 在 编写 这 些 
程序 时 不 能 出 任何 差错 ， 在 计算 机 操作 系统 中 也 不 能 出 现 漏洞 (这 可 能 
会 让 程序 执行 跳 过 某 部 分 指令 ) 另外 ， 每 一 个 瞬间 的 计算 都 应 该 按 部 
就 班 ， 没 有 被 硬盘 故障 或 者 宇宙 射线 干扰 。 这 些 担 优 都 是 可 以 理解 的 。 

只 有 继续 研究 这 个 问题 ， 建 立新 的 数学 或 者 技术 方法 ， 进 行 其 他 验 
证 ( 尽 可 能 利用 更 快 或 独立 的 程序 )， 我 们 才能 获得 确定 性 。 证 明 辅助 
工具 ( 见 框 2) 在 这 里 没什么 用 ， 因 为 这 种 方法 太 慢 ， 而 且 ， 即 使 对 于 
证 明 辅助 工具 来 说 ， 确 认 上 述 计算 也 需要 重新 进行 计算 。 计 算 机 神通 广 
大 , 但 我 们 也 要 认识 到 在 “不 存在 性 ”的 计算 机 证 明 中 可 能 出 现 的 错误 ， 
我 们 不 能 将 它 与 “存在 性 ”证 明 一 视 同仁 。 
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汉 诡 塔 ， 不 仅仅 是 小 朋友 的 洲 戏 


爱德华 卢 卡 斯 〈1842 一 1891) 在 1883 年 发 明了 汉 诺 塔 游戏 ， 这 
个 谜 题 揭示 了 大 量 数 学 课题 之 间 的 联系 ， 包 括 算术 、 图 论 、 分 形 ， 等 等 。 

有 些 人 会 按照 严肃 性 或 者 “次 刻 ” 意 义 来 划分 数学 思想 和 领域 : 一 
部 分 是 真正 的 数学 ， 既 困难 又 充满 挑战 ， 专 业 数 学 家 对 此 感 兴趣 ， 其 地 
位 由 少数 精英 决定 ; 另 一 部 分 则 是 与 数学 相关 的 休闲 、 游 戏 、 娱 乐 和 消 
中 ， 它 们 涉及 简单 的 组 合 课题， 数学 水 平 不 一 的 爱好 者 就 利用 空闲 时 间 
来 解决 这 些 无 天 紧要 的 问题 。 

在 现实 中 ， 差 别 不 那么 显 铸 。 历 史 告 诉 我 们 ,值得 职业 数学 家 注意 
的 问题 和 激情 泥 涯 的 外 行 爱好 者 的 消 遗 之 间 并 没有 明显 的 界线 。 费 马 大 
定理 一 开始 只 是 个 不 起 眼 的 算术 问题 ; 在 人 们 承认 它 给 数学 家 出 了 个 真 
正 的 难题 之 前 ，3x + 1 猜想 也 只 是 个 让 人 心烦 的 游戏 。 现 在 ， 有 关 逻 辑 
和 算法 的 课题 占据 核心 位 置 ， 也 只 是 因为 人 们 理解 了 ， 要 避 人 刍 数 学 家 没 
有 注意 到 的 不 一 致 性， 就 必须 很 好 地 掌握 这 些 课题 。 比 如 说 ， 当 在 现实 
实践 中 偶然 碰 上 “P =NP?” 这 个 问题 时 ， 人 们 发 现 它 处 于 一 个 真正 的 
人 研究 领域 的 核心 。 实 际 上 ， 它 作为 核心 问题 的 重要 性 ， 让 美国 元 雷 数 学 
人 研究 所 将 它 列 和 人 7 个 最 重要 的 数学 问题 ， 并 承诺 问 能 解 开 这 个 问题 的 人 
提供 100 万 美元 的 奖金 。 在 数学 中 ， 所 有 问题 都 是 严肃 的 ， 而 所 有 未 解 
难题 都 突显 了 目前 认 知 的 弱点 ， 忽 略 它们 是 襄 唐 的 。 


Ws, 爱德华 . 上 户 卡 斯 的 知名 度 主 要 来 自 其 两 项 数学 工作 。 一 系列 
数论 结果 应 该 归功 于 他 , 其 中 包括 几 个 能 判定 某 个 数 是 否 为 素数 的 算法 。 
直到 今天 ， 还 有 人 使 用 素性 检验 的 几 种 变 体 ， 以 打破 最 大 已 知 素数 的 
有 


除了 这 个 著名 的 课题 以 外 , 在 1883 年 ， 卢 卡 斯 还 发 明了 “ 汉 庄 塔 ” 
这 个 数学 游戏 ， 它 引出 了 300 多 磐 研究 论文 ， 有 4 位 研究 者 还 在 2013 
年 号 了 一 本 以 此 为 主题 的 著作 ( 见 参考 文献 ) 我 们 现在 就 展示 一 下 这 
个 美妙 难题 的 各 方 各 面 。 


COD 截至 本 书 出 版 时 (2020 年 4 月 )， 已 知 最 大 素数 的 纪录 已 被 刷新 为 2 ”” 一 1, 是 
一 个 约 2486 万 位 的 素数 。 一 一 译 者 注 









































第 7 章 汉 诸 塔 ， 不 仅仅 是 小 朋友 的 游戏 S 75 


这 个 游戏 包含 3 根 紧 杆 和 半 个 中 间 穿 孔 的 圆 盘 ， 圆 盘 的 直径 是 qd， 
d,,…, d, 按 降序 排列 )， 它 们 被 串 在 名 为 A、B 和 C 的 这 3 根 杆 上 。 

一 开始 ， 这 些 圆 盘 被 从 小 到 大 串 在 A 号 柱 上 。 游 戏 的 目标 就 是 将 
这 些 圆 盘 移 动 到 C 号 柱 上 ， 同 时 要 遵守 下 面 两 条 规则 : 

1. 每 次 只 能 移动 1 个 圆 盘 , 而 且 它 必须 来 自 A、B、C —SIl8 E77; 

2. 在 移动 圆 盘 时 ， 应 该 将 圆 盘 放 在 另外 两 琶 的 顶端 ， 而 且 下 方圆 盘 
的 直径 要 大 于 被 移动 圆 盘 的 直径 。 

因此 ， 在 移动 过 程 的 每 一 步 中 , 位 于 A、B 和 C 的 3 县 圆 盘 的 直径 
必定 从 下 到 上 递减 。 游 戏 的 目标 是 将 圆 盘 从 A 移动 到 C， 但 我 们 也 想 知 
道 最 好 的 移动 方法 ， 也 就 是 移动 次 数 最 少 的 方法 。 








































Eae. 


卡 斯 ， 充 满 发 明 精 神 的 数学 家 








" 

爱德华 … AREE 1842 年 出 生 于 法 国 亚 眼 。 有 一 次 ， 他 遇 到 了 路 易 ' UHR 
德 (法 国 著名 生物 学 家 ， 曾 任 法 国 巴黎 高 等 师范 学 院 校 长 )， 对 方 建议 他 人 读 法 
国 巴 黎 高 等 师范 学 院 ,而 不 是 巴黎 综合 理工 和 学院。 从 巴黎 高 等 师范 学 院 毕业 之 后 ， 
他 在 于 尔 班 " 勒 威 耶 的 指导 下 任职 于 巴黎 天 文人 台 。 之 后 ， 他 成 为 巴黎 圣 路 易 中 
学 的 教师 。 在 1891 年 马赛 的 一 场 误 会 上 ， 一 位 侍者 不 小 心 打 翻 了 一 县 盘 子 ， 雄 
片 伤 到 了 卢 卡 斯 头 部 ， 之 后 他 就 因 感 染 而 与 世 长 辞 。 

他 在 数论 方面 的 工作 集中 于 斐 波 那 夏 数列 ， 他 推广 了 这 个 概念 ， 并 给 出 了 
“ 卢 卡 斯 数列 ”。 他 发 现 了 一 些 测 试 素数 的 方法 ， 这 让 他 能 证 明 27^ — 1 是 一 个 
系数 (也 是 当时 最 大 的 已 知 系 数 )。 今 天 ， 人 们 还 在 利用 他 的 测试 方法 来 打破 
系数 的 纪录 。 

有 些 谈 题 ， 比 如 滑 块 或 者 九 连环 ， 其 具体 来 源 已 不 可 考 ， 但 汉 诺 塔 的 起 源 
貌似 有 理 有 据 。 上 户 卡 斯 发 表 过 一 本 名 为 《 汉 诺 塔 》(La tour d'Hanot ) 的 小 册子 ， 
并 在 书 中 描述 了 这 个 游戏 。 书 的 副标题 有 点 奇怪 “来 日 土星 的 游戏 , 由 (来 
HESH ) 达 官 N. Claus 自 东 京 ” 带 来 "。 正 文中 提 到 N. Claus 是 “Li-Sou-Stian” 
学 院 的 官员 。 我 们 从 中 能 认 出 卢 卡 斯 (Lucas) 名 字 的 易 位 词 (Claus), WAX 
BK (Saint-Louis ) 的 易 位 词 ( Li-Sou-Stian )， 毫 无 疑问 ， 这 指出 了 这 个 游戏 的 
发 明 者 就 是 爱德华 ' 卢 卡 斯 。 



























































(D 东京 (Tonkin， 即 东京 保护 国 ) 是 越南 北部 在 法 国 殖民 地 时 代 的 法 语 名 称 ， 也 是 当 
时 河内 的 旧名 。 译 者 注 
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JEUX SCIENTIFIQUES 


à l'Histoire, à l'Enseignement et à la Pratique 


DU CALCUL ET DU DESSIN 
R 


PA. 
ÉDOUARD LUCAS, 
ues spéciales au Lycée Saint- Louis, 
a Commission Supérieure 
e l'Exposition Universelle de 1889. 
————— 
PREMIÈRE stR _ Na 


La Goar B Panoi 
JEU TOMBÉ DE SATURNE 


PAR LE MANDARIN N. CLAUS (pg Siam) 





vj, UA A f 爱德华 e AHF 
届 尼 于 1898 年 至 1904 年 之 间 制 作 的 游戏 箱 ( 图 左 );， 爱 德 华 
© 西 莫 南 - JEJE is 
及 小 册子 《 汉 诺 塔 》 的 第 一 页 ( 图 右 ) 


B 最 优 解 


NIA = Y 三 次 移动 就 够 
二 C wed. 
当 n=1 时， 只 需要 一 次 移动 . A 一 C。 个 圆 盘 的 一 
了 MM MBA "ena anA 
l -JV^TH Hy: ? : gris. .OBÉ—UÉ 4] 1 证 
MESE RREN, BARETMKTZH, Ho NMA 
"n 号 柱 从 A 号 柱 移动 到 C 号 柱 的 最 优 方法 ， AL AE: 
借助 B 号 
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f BI Z 号 柱 从 XX 号 柱 移动 到 YY 号 柱 的 最 优 方 法 。 推 理 的 微妙 之 处 在 于 ， 
要 证 明 在 最 优 解 中 最 大 的 圆 盘 di 只 会 移动 一 次 ， 也 就 是 从 A 移动 到 C. 
因为 证 明 有 点 长 ， 所 以 我 们 在 这 里 没有 写 出 具体 证 明 ， 但 要 知道 该 证 明 
是 必需 的 。 

如 来 承认 这 个 结果 的 话 ， 那 么 束 可 以 推出 个 圆 盘 的 最 优 解 法 的 组 
成 。 首 先 执行 将 n — 0 个 圆 盘 借助 C 号 柱 从 A 移动 到 B 的 最 优 解 法 ， 然 
后 将 d, 从 A 移动 到 C， 最 后 执行 将 n 一 1 个 圆 盘 信 助 A 号 柱 从 B 移动 
到 C 的 最 优 解 法 。 如 来 我 们 将 n 个 圆 盘 最 优 解法 的 移动 步 数 记 作 s(n), 
那么 就 有 : 

s(1)= 1, 

s(n)=1+2s(n—1)=1+2+4s(n—2)=1+2+4+8s(n—3)=…: 

=1+2+4+…+2 '=2"—1 
所 以 ,最少 的 移动 步 数 就 是 2 一 1， 以 指数 形式 增长 。 之 前 提出 的 推理 
告诉 我 们 应 该 怎么 做 ， 用 耻 接 的 记号 写 出 来 就 是 两 个 等 式 : 

Step(1 A —> CauxB)=[A— C], 

Step(n A —> C aux B) = [Step(n — 1 A — B aux C) Step(1 A — C aux B) 

Step(n — 1 B — C aux A)| 
在 这 里 ，Step(n X — Y aux Z) SiL Ze E n Ar [DL (HE BU] Z REA, X RE 
动 到 YY 号 柱 的 具体 步骤 。 

这 就 是 解决 汉 诺 塔 问题 的 最 优 解 算法 的 递归 定义 ,“ 递 归 ” 是 因为 

定义 本 号 需要 调用 上 自 对 ,但 就 像 数 学 归纳 法 那样 ,将 n 换 成 了 nn-1。 




















p MM M RN 


我 们 可 以 用 下 面 的 方法 记录 局 面 : 将 柱子 分 别 记 作 A、B 和 C， 我 们 在 一 
个 n 元 组 中 记录 个 同 盘 的 位 置 ， 其 中 第 i 个 符号 给 出 了 圆 盘 d, 的 位 置 。 如 此 
一 来 , 三 元 组 CBA 表示 了 一 个 3 个 圆 盘 的 合法 局 面 , 其 中 d, (最 大 的 圆 盘 ) 
MTF Cit, BA d, MTBE, AA dd 位 于 A 号 柱 。 

图 a 展示 了 所 有 可 能 的 位 置 。 在 3 个 圆 盘 的 情况 下 ， 开 局 是 AAA C3 个 圆 
盘 都 位 于 A 号 柱 )， 终 局 是 CCC (3 个 圆 盘 都 位 于 C 号 柱 )。 最 优 解 的 路 径 就 是 
沿 着 三 角形 右边 沿 从 上 到 下 : AAA- AAC -ABC -ABB - CBB- CBA- CCA- 























CCC。 对 圆 盘 数 越 来 越 多 的 情况 画 出 同样 的 图 ， 图 本 里 就 会 收敛 到 谢 尔 平 斯 基 
地 我 这 个 分 形 上 ( 见 图 b )。 


1 个 圆 盘 2 ^r [E] 





BBB BBC BAC BAA CAA CAB CCB CCC 


对 于 4 个 加 盘 的 情况 ( 图 c )， 我 们 会 立刻 发 现 不 可 能 找到 更 短 的 路 径 。 但 





是 ， 有 时 候 跟 人 们 的 预想 不 同 ， 并 非 所 有 解法 都 能 将 最 大 的 圆 盘 从 A 移动 到 C 
(也 就 是 ABBB - CBBB 这 条 边 ): 先 经 过 三 角形 的 左边 沿 再 经 过 其 下 边沿 的 路 
径 就 不 包含 将 最 大 的 圆 盘 从 A 移动 到 C 的 步 又 。 

oua 上 要 -| | 4 个 圆 盟 





pe 
—  C4— B 
— iml cae 
FE OR m 
j Es 
J E E 
ACCA C RACACABAB b "P m PN 
LX 4X X aum leal. 











A Lou lock 


BBAC © BABAO O BABC CACB O 


BBBC O OBAAC CAABQ 
X 6X 


BBBB BBBA BBCA BBCC BACC BACB BAAB BAAA CAAA CAAC CABC CABB CCBB CCBA CCCA 
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我 们 很 容易 想象 这 个 图 在 nn 个 圆 盘 的 情况 下 的 一 般 形 式 ， 而 这 个 可 能 局 面 
的 图 也 解答 了 许多 问题 (之 后 人 们 也 证 明了 这 些 结论 )。 下 面 就 是 儿 个 从 对 图 的 
检验 中 得 出 的 断言 。 

Q 两 个 合法 局 面 之 间 必 定 存在 一 条 路 d AAA 

径 ， 至 多 需要 2"- 1 步 移动 就 可 以 从 
一 个 局 面 移动 到 另 一 个 局 面 。 

口 有 时 ， 两 个 局 面 之 间 存 在 两 条 不 同 的 
最 短路 径 , 图 d 中 的 BAA 和 ABA( 绿 
色 ) 就 是 这 种 情况 ， 连 接 它们 的 是 两 
条 长 度 为 6 的 不 同 路 径 (分别 为 红色 
和 蓝 色 )。 

口 有时， 两 个 局 面 之 间 的 最 短路 径 需 要 
将 最 大 的 圆 盘 移动 两 次 (比如 图 e 中 
BAA 和 ABB 之 间 的 路 径 )。 

口 从 图 中 删 去 一 条 边 不 会 把 图 分 成 不 相 
连 的 两 部 分 ， 但 删 去 两 条 边 就 有 可 能 
将 图 分 成 不 相连 的 两 部 分 。 

DFE (唯一) 一 条 从 开局 移动 到 终局 
的 路 径 ， 经 过 所 有 合法 局 面 ， 但 不 会 
经 过 同一 个 局 面 两 次 (这 种 路 径 又 叫 
“哈密 顿 回路 ”)。 

最 惊人 的 是 ， 图 f 中 的 哈密 
顿 回 路 就 是 只 允许 A 和 B 之 间 AAAC 
以 及 B 和 CC 之 则 双 问 移动 的 
汉 诺 塔 问题 的 最 优 解 。 出 人 
意料 的 是 ， 如 果 禁 止 所 有 
A 和 C 之 间 的 双 回 移动 ， 
我 们 仍然 可 以 将 一 悉 
n ^ [5] Zi A. A $e 37 
到 C， 而 这 需要 
经 过 游戏 的 全 部 
3" 个 局 面 。 



















































BBBB BBBA BBCA BBCC BACC BACB BAAB BAAA CAAA CAAC CABC CABB CCBB CCBA CCCA CCCC 
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今天 的 编程 语言 通常 能 直接 编写 用 这 种 方式 定义 的 算法 。 比 如 ， 
Prolog 语言 就 能 编写 出 一 种 跟前 面 提 到 的 方法 非常 相似 的 算法 。 下 面 就 
是 给 出 问题 最 优 解法 的 Prolog 程序 : 


Step(1, A, C, B) :-write('A'), 
write (A) ，write(' 移动 到 ')， write(C). 
Step(N, A, C, B) :-N > 1, M is N-1, Step(M, A, B, C), 


Step(1, A, C, B), Step(M, B, C, A). 


要 想 在 10 PAR EPITAF, 我 们 只 需要 问 Prolog 输入 Step(10, 
pA, pB, pC)， 意 为 “要 将 10 PARIE B 号 柱 从 A 号 柱 移动 到 C 号 柱 ， 
应 该 怎么 做 ? “然后 程序 就 会 指出 应 进行 的 每 一 步 移动 。 比 如 , 当 =3 时 ， 
它 会 在 屏幕 上 显示 最 优 解 的 7 
次 移动 : 从 A 号 柱 移动 到 C 
号 柱 ， 从 A 号 柱 移 动 到 B 号 
柱 ， 从 C 号 柱 移 动 到 B ct, 
从 A 亏 柱 移动 到 C tH. MA 
B 号 柱 移 动 到 A 号 柱 ， 从 也 








did od dae ` oni 
号 柱 移 动 到 C 号 柱 ， 从 A 号 uoo ma 


柱 移动 到 C 号 柱 。 





这 种 几 行 就 能 写 完 的 程序 让 汉 诺 塔 问题 广 为 流行 ， 即 使 当 n = 10 
(需要 1023 步 ) 甚至 n= 20 (需要 超过 100 万 步 ) 时 也 能 由 此 得 到 答案 。 
要 理解 递归 编程 ， 没 有 什么 比 爱德华 卢 卡 斯 的 这 个 谜 题 更 适合 了 1! 


B 于 算 解 题 


相反 ， 如 有 果 要 在 例如 n= 8 个 真正 的 木 制 圆 盘 上 分 喀 不 差 地 执行 最 
优 解 的 所 有 正确 移动 ( 共 255 次 )， 那 么 递归 定义 就 不 太 合适 了 : 你 很 快 
LE AES e PRESUL, IDEE n — 1 个 圆 盘 的 ， 还 是 调用 
1 一 2 个 圆 盘 的 ， 等 等 。 于 是 人 们 寻找 了 更 简便 的 方法 。 在 实际 操作 中 ， 
下 面 的 方法 最 简单 。 
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a 先 移动 最 小 的 加 盘 ， 然 后 移动 并 非 最 小 的 圆 盘 ( 只 有 一 种 方法 )， 
如 此 循环 重复 。 

Q 最 小 的 圆 盘 可 以 移动 到 另外 两 根 柱 子 中 的 任意 一 根 上 ， 要 知道 如 
何 移动 它 ， 可 以 应 用 下 面 的 规则 :如果 是 偶数 ， 那 么 我 们 将 最 
小 的 圆 盘 从 A 移动 到 B, 或 者 从 B 移动 到 C, 或 者 从 C 移动 到 A 
(也 就 是 说 按照 A 一 B 一 C 一 A 一 B 一 C…… 循 环 移动 ); 如 果 
n 是 奇数 ， 那 么 我 们 就 按 反方 加 移动 (A 一 C 一 B 一 A 一 C 一 
B: ) 


ER Fon 的 奇偶 性 (为 了 确定 应 该 按 ABC 还 是 ACB 方向 移动 )， 以 
及 已 移动 步 数 的 奇偶 性 ( 为 了 确定 应 该 移动 最 小 的 圆 盘 还 是 另 一 种 选择 ) 
以 外 ， 该 方法 不 需要 任何 记忆 。 
下 面 是 第 二 种 手 算 解法 。 
口 如 果 n 是 偶数 ， 那 么 循环 进行 以 下 唯一 可 行 的 移动 : (1) 在 A 与 
B 之 间 移 动 ; (2) 在 A 与 C 之 间 移 动 ; (3) 在 B 与 C 之 间 移 动 。 
O 如 果 n 是 奇数 ， 那 么 循环 进行 以 下 唯一 可 行 的 移动 : (1) 在 A 与 
C 之 则 移动 ; (2) 在 A 与 B 之 间 移 动 ; (3) 在 B 与 C 之 间 移 动 。 
第 三 种 解法 需要 区 分 编号 为 奇数 和 偶数 的 圆 盘 € 比如 说 我 们 可 以 把 
偶数 号 圆 盘 涂 成 黑色 ， 奇 数 号 圆 盘 涂 成 白色 )， 然 后 根据 下 面 两 条 规则 
来 决定 我 们 要 进行 的 移动 : 
O WR n 是 奇数 ， 那 么 第 一 步 移动 就 是 从 A 到 C， 否 则 从 A SB; 
O 当 进 行 其 他 移动 时 ， 不 要 与 前 一 步 相 反 ， 也 不 要 将 圆 盘 放 到 奇 
偶 性 相同 的 另 一 个 圆 盘 上 。 























m 性 质 虽 奇妙 ， 却 可 以 证 明 


我 们 注意 到 ， 如 采 半 是 偶数 ， 那 么 所 有 偶数 圆 盘 都 会 按 同 一 个 方 
H A— B C A EHE SI, T PIA S3 RC CCS T C73 181 
MES. BURG IRA B. ARA MWARI, [BANI SUR — PIE 
哪个 移动 ,那么 这 个 观察 结 末 就 很 有 用 ， 能 让 我 们 正确 地 继续 进行 最 优 
解 的 移动 。 比 如 次， 如 采 你 在 局 面 [41d6, gdnas, d] 处 停 下 来 了 ， 那 应 该 
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怎么 做 ? 因为 n 是 偶数 ， 所 以 du. d. d, 应 该 按 ACB 的 顺序 循环 移动 ， 
mid, dy, dg 则 应 该 按 ABC 的 顺序 移动 ， 这 样 一 来 ， 只 有 qd 可 以 从 A 
移动 到 B， 这 也 就 是 下 一 步 应 该 进行 的 移动 。 

最 优 解 的 移动 序列 中 还 有 个 引 人 注 目的 性 质 ， 如 果 将 圆 盘 从 0 开始 
从 小 到 大 编号 ， 那 么 在 第 疡 步 被 移动 的 圆 盘 的 编号 ， 就 是 我 们 能 用 2 XE 
ZUR p 的 次 数 。 

所 以 ， 第 一 步 被 移动 的 圆 盘 编号 是 0 (因为 p= 1 不 能 被 2 整除 )， 
第 二 步 被 移动 的 圆 盘 编号 是 1 (因为 2 能 被 2 整除 恰好 一 次 )， 第 三 步 
被 移动 的 圆 盘 编 扎 是 1 C 因为 3 是 奇数 ), 第 四 步 移动 的 圆 盘 编号 是 2 
为 4 能 被 2 连续 整除 两 次 )， 如 此 等 等 。 

安 德 烈 亚 斯 ， 欣 欧 等 人 的 书 中 详细 摘 述 了 汉族 塔 和 施 特 恩 - 布 罗 科 
数列 . 斐 波 那 契 数列 格雷- 格 罗 数列 .由 斯 卡 三 角形 等 课题 之 间 的 关系 。 
书 中 说 明了 ， 卢 卡 斯 的 游戏 中 的 圆 盘 移动 的 序列 组 合十 分 丰富 ， 并 且 与 
许多 其 他 问题 紧密 联系 。 与 这 个 谜 题 有 着 古怪 联系 的 数学 对 象 中 ， 有 最 
简单 的 分 形 之 一 ， 就 是 我 们 之 后 会 看 到 的 谢 尔 平 斯 基 三 角形 。 

















B 有 多 少 合法 局 面 ? 


要 找 出 从 开局 到 目标 局 面 的 路 径 ， 这 个 问题 当然 很 有 趣 。 但 关于 这 
些 在 3 根 柱 子 上 从 小 到 大 排列 的 圆 盘 ， 我 们 还 能 问 出 其 他 上 自然 的 问题 。 

第 一 个 问题 是 ， 按 照 圆 盘 只 能 放 在 更 大 的 圆 盘 上 面 的 规则 ， 将 却 个 
圆 盘 放 到 A、B 、C 这 3 根 柱子 上 一 共有 多 少 种 方法 ? 答案 是 3 ， 因 为 
每 个 圆 盘 都 可 以 放 在 A、B 或 者 C 号 柱 上 。 而 要 确定 一 个 合法 局 面 ， 就 
需要 在 3 种 可 能 性 中 进行 n 次 选择 ， 这 足够 了 ， 因 为 圆 盘 所 在 的 柱子 一 
日 确定 ,就 只 有 1 种 从 小 到 大 放置 圆 盘 的 方法 。 

这 3 种 合法 局 面 就 是 游戏 布置 图 中 的 交点 。 在 这 个 图 中 ， 每 当 我 
们 移动 一 个 圆 盘 从 一 个 局 面 移 动 到 另 一 个 局 面 ， 两 个 局 面 之 间 就 会 由 一 
条 边 联 结 。 如 果 你 试 着 画 出 这 个 图 ( 比如 当 n= 3 时 )， 并 尽 可 能 地 清 
楚 排 列 以 凸显 图 的 规律 和 对 称 性 的 话 ， 那 么 你 会 发 现 它 可 以 画 成 边 不 交 
叉 的 形式 : 它 是 一 个 平面 图 ， 而 且 每 条 边 长 度 相 同 (也 就 是 火 嵌 棍 图 )。 
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上 户 卡 斯 并 不 知道 汉 诡 塔 的 这 种 图 结构 ， 直 到 1944 年 ， 理 查 德 . 斯 科勒 、 
帕特里克 … 格 伦 迪 和 锡 德 里 克 ' 史密斯 才 发 现 它 。 

这 就 是 汉 诺 图 。 随 着 的 增加 ， 它 的 形状 越 来 越 接近 谢 尔 平 斯 基地 
毯 ， 即 一 个 维度 为 log(3)log(2)( 约 等 于 1.58496...) 的 分 形 ( 见 框 2 )。 

人 研究 该 图 能 让 我 们 理解 大 量 游戏 本 号 的 性 质 ， 其 中 某 些 性 质 并 不 显 
然 ， 比 如 ， 存 在 这 样 的 两 个 局 面 ， 在 从 一 个 局 面 移动 到 男 一 个 的 最 短路 
径 上 ， 最 大 的 圆 盘 必 须 被 移动 两 次 。 如 果 我 们 加 上 一 条 补充 规则 ， 禁 
将 圆 盘 从 A 直接 移动 到 C 或 者 从 C 移动 到 A 的 话 ， 那 么 我 们 也 能 从 图 
中 发 现 汉 诺 塔 问题 令 人 难以 置信 的 解答 : 该 解答 经 过 了 所 有 3 ”个 合法 
局 面 ! 

1988 年 前 后 ， 欣 次 和 陈 达 鸿 得 到 了 一 个 漂亮 的 (有 点 长 的 ) 公式 ， 
可 求 两 个 随机 选 出 的 顶点 之 间 用 移动 数目 衔 量 的 平均 距离 。 这 市 来 了 一 
个 新 发 现 ， 即 边 长 为 1 的 谢 尔 平 斯 基地 毯 中 两 个 点 的 平均 距离 是 有 理 数 
466/88$， 我 们 不 禁 要 问 它 是 怎么 得 出 的 。 

人 们 思考 过 该 问题 的 众多 变 体 ， 其 中 一 种 就 是 加 入 第 4 根 甚 至 第 
5 IREF, EF, A, 在 m 根 柱子 (m > 3 ) 的 情况 下 ， 解答 可 以 比 
3 根 柱子 的 情况 更 短 : 新 加 入 的 柱子 使 移动 更 方便 。 除 了 4 根 柱子 的 情 
况 已 经 在 2014 年 被 法 国 巴 黎 第 十 一 大 学 的 数学 家 蒂 埃 里 ' 布施 解决 以 
外 ， 没 有 人 知道 在 一 般 情 况 下 将 一 三 对 个 圆 盘 移动 到 另 一 根 柱 子 上 的 最 
优 解 是 什么 。 这 个 问题 又 叫 作 “和 典 吏 问题 ”， 从 1908 年 起 享 利 . 杜 登 尼 
( 1857—1930 ) 就 开始 研究 了 。 




















Eg 4 根 柱 子 的 最 优 解 


自从 1941 年 就 出 现 了 关于 了 个 圆 盘 与 4 根 柱子 (而 不 是 3 根 ) 最 优 解 的 猜 
想 ， 但 此 前 人 们 已 经 通过 计算 得 到 了 一 些 结 果 。2014 E, WIRE o 布施 证 明了 
这 个 猜想 。 对 于 4 根 柱子 4 个 圆 盘 来 说 ， 将 整 玲 圆 盘 从 一 根 柱 子 移动 到 另 一 根 
( 图 中 是 第 3 根 ) 至 少 需要 9 次 移动 。 左 边 的 图 中 展示 了 两 种 不 同 的 解法 。 

对 于 个 圆 胡 ,需要 的 最 少 移动 次 数 如 下 : 1, 3, 5, 9, 13, 17, 25, 33, 41, 49, 
65, 81, 97, 113, 129, 161, 193, 225, 257, 289, 321, 385, 449, 513, 577, 641, 705, 769, 
897, 1025--- 
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4 根 柱子 ABCD 对 应 的 可 能 位 置 图 远 远 没有 3 根 柱子 的 那么 简单 ， 而 且 如 
末 圆 盘 数 目 超过 2 的 话 ， 那 么 这 个 图 就 不 能 以 不 与 目 身 相交 的 方式 在 平面 上 表 
现 出 来 。 

下 面 3 个 圆 盘 的 图 已 经 尽 可 能 地 限制 了 产生 交叉 的 数目 ， 这 个 今天 已 知 最 
好 的 画 法 来 日 R. S. 施 密 德 。 用 红色 标注 的 是 将 3 个 圆 盘 从 A 号 柱 移动 到 DD 号 
柱 的 最 优 解 法 。 


å | À& 
A | | 三 | | 
áll sll. 
evi 




















B A m 根 柱 子 时 的 线索 


SUB m 根 柱 子 时 ， 对 应 该 问题 的 图 是 有 限 图 ， 跟 3 根 柱子 的 情况 
一 样 。 所 以 ， 对 于 每 一 个 n 的 值 ， 理 论 上 可 以 利用 寻找 图 中 最 短路 径 的 
一 般 方法 ， 用 计算 机 找到 对 应 的 图 中 最 短 的 路 径 。 

2007 年 ， 理 查 德 . 科 尔 夫 和 阿里 埃 勒 . 费 尔 纳 计算 了 在 4 根 柱子 
fI n 值 为 从 1 到 30 的 情况 下 的 最 短路 径 。 对 n= 30 的 计算 花 了 30 X, 
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用 了 398 GB 的 内 存 。 和 凭借 我 们 今天 的 计算 机 系统 ， 很 难 有 更 多 进展 了 ， 
因为 这 幅 图 的 大 小 会 随 着 n 呈 指 数 式 增长 ( 这 里 可 行 局 面 的 数目 是 m” )o 

但 人 们 已 经 对 于 一 般 情况 提出 了 一 条 线索 。 它 的 基础 是 下 面 这 个 想 
法 ， 我 们 会 用 四 根 柱子 的 情况 来 解释 ， 但 它 可 以 轻松 推广 到 一 般 情况 。 

要 将 了 个 圆 盘 从 A 号 柱 移动 到 D 号 柱 ， 只 需要 选择 一 个 在 1 和 nn 一 1 
之 间 的 整数 k， 用 4 根 柱 子 情况 下 的 最 优 解 法 (假设 这 是 已 知 的 ) 将 最 
上 面 的 磊 个 圆 盘 移 动 到 C 号 柱 ， 然 后 只 需要 考虑 A、B 和 DD 号 柱 ， 用 3 
根 柱子 情况 下 的 最 优 解法 ( 这 是 已 知 的， 需要 2 — 1 次 移动 ) 将 剩 下 
的 n 一 k 个 圆 盘 移 走 ， 最 后 用 4 根 柱 子 情况 下 的 最 优 解法 重新 将 放 在 C 
号 柱 的 大 个 圆 盘 移动 到 D 号 柱 。 

这 个 方法 依赖 于 参数 ko 如 果 对 于 任意 的 上 < 2， 我 们 都 知道 大 个 
圆 盘 在 4 根 柱子 间 移 动 需要 的 最 少 次 数 ， 那 么 通过 取 使 总 移动 次 数 最 少 
的 kx 值 ， 我 们 就 能 得 到 一 个 相当 好 的 解法 。 

Mk < n 时， 由 假设 已 知 的 4 根 柱子 和 个 圆 盘 的 解法 出 发 ， 逐 步 
得 到 对 于 4 根 柱子 和 个 圆 盘 相当 好 的 算法 ， 这 个 过 程 又 叫 作 弗 雷 姆 - 
斯 图 尔 特 算 法 ( 它 是 由 B. M. WEKA J. S. 弗 雷 姆 分 别 在 1939 年 和 
1941 年 提出 的 )。 如 果 我 们 将 这 个 过 程 在 n 个 圆 盘 的 情况 下 的 移动 步 数 
记 作 六 (0D)， 那 么 这 个 数列 就 满足 大 GD) 21, DU fs(n) 是 2 * — 1 2/8(R) 
对 于 从 1 到 2- 1 的 上 值 能 取 到 的 最 小 值 。 

在 4 根 柱 子 的 情况 下 ， 我 们 已 经 知道 怎么 证 明 这 个 想法 不 仅 正 确 ， 
而 且 对 于 任意 冯 个 圆 盘 都 给 出 了 最 优 解 。 然 而 ， 对 于 5 根 或 者 更 多 柱子 
来 说 ， 尽 管 还 没有 找到 反例 ， 我 们 仍然 不 知道 这 是 不 是 确定 最 优 移动 序 
列 的 正确 方法 。 

虽然 文章 已 到 尾声 ,但 欣 次 及 其 同事 的 著作 中 还 有 别 的 内 容 。 例 如 ， 
最 近 马 克 斯 ， 阿 列 克 谢 耶 夫 和 托 比 * 伯 杰 计算 了 ， 当 随机 移动 时 ， 即 当 
在 所 有 可 行 的 移动 中 每 一 步 都 以 相同 的 可 能 性 做 出 选择 时 ， 要 解决 经 典 
的 汉 诺 塔 谜 题 (3 根 柱子 , n 个 圆 盘 ) 需要 的 平均 步 数 。 这 个 平均 步 数 
是 (3-1)(5"-3”/(2 x 3", 

这 个 公式 的 增长 速度 大 约 是 5”, 比 最 优 解 法 要 多 得 多 , 这 也 不 意外 ， 
但 既然 汉 诺 塔 产生 的 问题 似乎 无 穷 无 尽 ， 我 们 又 何 必 着 急 呢 ? 
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难以 置信 的 推理 


我 知道 ， 你 知道 ， 他 知道 …… 知 道别 人 不 知道 ， 能 让 我 们 知道 得 
多 ! 严密 推理 乍 看 之 下 不 起 眼 的 信息 ， 能 带 来 令 人 惊叹 的 结论 。 

有 时 ， 我 们 需要 基于 跟 我 们 互动 的 人 所 拥有 的 信息 来 推理 。 例 如 ， 
我 们 会 说 ; X 之 所 以 这 样 说 ， 是 因为 他 不 知道 我 昨天 看 到 了 他 ; 但 Y 看 
到 了 我 ， 所 以 知道 我 会 这 样 想 ; 由 此 ，Y 知道 我 知道 X 不 知道 我 昨天 看 
到 了 X， 而 我 又 知道 Y 知道 这 一 点 ， 等 等 。 进 行 推理 时 ， 不 仅 要 利用 每 
个 人 拥有 的 信息 ， 还 要 利用 每 个 人 根据 这 些 信息 所 做 的 推理 ， 这 样 的 扒 
理 可 能 十 分 微妙 。 当 然 ， 数 学 家 和 他 辑 学 家 从 中 看 到 了 众多 问题 ， 其 中 
一 些 精巧 得 令 人 震惊 。 

一 个 叫 作 “ 巴 格 达 外 遇 问 题 ”( 见 杠 1) 的 古老 谜 题 ， 就 是 这 类 问 
题 一 个 很 好 的 例子 : 只 需 一 点 推理 ， 就 能 让 我 们 从 平平 无 奇 的 信息 中 得 
出 出 乎 意料 的 精确 结论 。 汉 斯 * 弗 赖 登 塔 尔 ( 1905 一 1990 ) 提出 过 一 个 
精彩 的 谜 题 ， 其 中 需要 用 到 这 种 对 信息 的 推理 和 根据 对 话 做 出 的 推断 ， 
自 此 之 后 ， 人 们 提出 了 许多 类 似 的 令 人 生 旦 的 数学 谜 题 ， 从 中 产生 了 不 
少 问题 ， 有 一 些 到 现在 还 没有 解决 。 为 了 理解 这 类 谜 题 的 规律 ， 我 们 将 
给 出 三 道 问 题 ， 其 解答 都 只 需要 几 分 钟 。 























约 数 的 和 

我 们 在 1 到 12 之 间 选 择 一 个 整数 N， 然 后 将 入 的 所 有 约 数 的 和 上 告诉 
MR. 小 明说 :“ 我 不 知道 NN 是 多 少 ,，” 求 入 除 以 5 的 余数 。 

我 们 知道 ,一 个 数 的 约 数 总 包含 ] 和 它 自 身 。 比 如 说 ,8 的 约 数 是 1 、2、 
4 和 和 8， 那么 8 的 约 数 的 和 就 是 15, 

要 注意 一 点 ， 在 这 类 谜 题 中 ， 我 们 假定 所 有 人 物 (包括 小 明 ) 都 有 着 
完美 的 还 辑 头脑 。 如 果 回 答 问 题 有 可 能 用 到 推理 ,那么 他 们 就 会 推理 。 
当 他 们 回答 “我 不 知道 ”的 时 候 ， 这 说 明 没 有 正确 的 推理 方式 能 给 出 


问题 的 答案 。 
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解答 : 除了 6 和 11 以 外 , 1 到 12 的 每 个 整数 都 有 不 同 的 约 数 之 和 ( JG 
ae as 
11， 所 以 6 和 11 的 约 数 之 和 都 是 12。 如 果 小 明 无 法 回答 ， 那 么 是 因 
为 我 们 告诉 他 NN 的 约 数 之 和 是 12。 所 以 N 要 么 是 6， 要 么 是 11。 因 
为 6 除 以 5 余 1， 而 11 除 以 5 也 余 1， 所 以 NN 除 以 5 必定 余 1。 即 使 
不 知道 NN 是 多 少 ， 我 们 也 能 回答 之 前 的 问题 : N ORAS 的 余数 是 1。 


最 大 的 素数 


现在 ， 我 们 还 是 在 1 和 12 之 间 选 一 个 整数 N， 然 后 告诉 小 明 NN 的 所 
有 约 数 的 和 。 另外 ， 我 们 告诉 小 华 NN 的 最 大 素 因 子 。 小 明和 小 华 想 了 
一 阵 ， 异 口 同 声 地 说 : “我 不 知道 W 是 多 少 。 N 到 底 是 多 少 ? 


解答 : 如 果 小 明说 “我 不 知道 ”"， 那 么 他 所 知道 的 约 数 之 和 至 少 对 应 
两 个 解 ， 也 就 是 说 这 个 和 是 12， 因 为 其 他 的 和 都 只 出 现 了 一 次 。 所 以 
N 的 值 是 11 或 者 6( 跟 第 一 个 问题 一 样 ) 如 果 小 华 也 说 “我 不 知道 ”， 
那么 至 少 有 两 个 解 ， 所 以 NW 不 可 能 是 7 或 者 11 (因为 在 这 里 以 7 为 
最 大 素 因 子 的 数 只 有 7， 而 以 11 为 最 大 素 因 子 的 数 也 只 有 11 )。 所 以 
N 5T 6. 





pp tees 大 外 遇 受 害 者 的 同步 复仇 


这 个 经 典 谜 题 是 
从 不 起 眼 的 知识 开始 
推理 的 一 个 例子 。 统 
治 巴 格 达 的 王 ( 在 这 
里 用 德 拉 克 鲁 瓦 画 中 
的 陕 达 那 培 拉 斯 来 代 
d) 听 到 了 城 里 发 生 
的 一 件 事 。 有 一 天 ， 
他 在 城中 所 有 男人 的 
面前 进行 了 一 次 演说 ， 
他 说 : “ 城 里 至 少 有 一 
et T^ SU 
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在 巴格达 ,所 有 男人 都 知道 谁 的 妻子 有 外 遇 一 一 当然 ,除了 他 们 上 自己 的 妻子 。 
严 可 的 法 律 条 文 要 求 丈 夫 一 旦 发 现 妻子 有 外 遇 ， 就 要 在 接 下 来 的 夜晚 在 王 面前 
杀 了 日 己 的 和 妻子， 而 这 项 法 律 执 行 得 非常 严格 ， 也 没有 人 会 咎 有 人 外遇 妻 子 的 丈 
夫 告 密 。 如 琳 妻 子 有 人 外遇， 那么 丈夫 只 能 通过 推理 来 确认 这 个 不 注 的 消 县 。 

在 王 演 说 之 后 的 49 个 夜晚 ， 一切 风平浪静 。 在 第 50 个 夜晚 ， 有 50 名 妻子 
锌 杀害 。 第 二 天 ， 王 就 宣布 再 没有 出 轨 的 妻子 了 了。 这 中 间 到 的 发 生 了 什么 ? 

解答 : 在 第 一 上 晚 之 后 ， 巴 格 达 的 每 位 丈夫 都 做 出 了 如 下 的 推理 :“ 根 据 王 的 
iB UG, 城 里 至 少 有 1 个 男人 的 麦子 出 轨 了 《实际 上 ,他们 知道 有 49 个 或 者 50 T, 
但 我 们 从 1 开始 递 推 )。 如 果 只 有 一 个 人 的 妻子 出 轨 的 话 ， 这 个 人 不 认识 任何 出 
轨 的 妻子 ， 奢 么 他 束 会 从 王 的 演说 中 推 师 出 日 己 的 妻子 出 轨 了 ， 于 是 他 在 第 一 
晚 就 应 该 杀 了 妻子 。 如 有 果 第 一 晚 没 有 事情 发 生 的 话 ， 那 么 说 明 至 少 有 2 个 人 的 
麦子 出 轨 了 。 ”在 第 二 晚 之 后 ， 巴 格 达 的 每 位 丈夫 都 进行 了 如 下 的 推理 :“ 如 采 
城 里 只 有 2 个 男人 的 妻子 出 轨 的 话 ， 那 么 其 中 任何 一 个 人 都 会 只 认识 一 个 出 轨 
的 妻子 ， 能 够 确定 自己 的 妻子 就 是 第 二 个 ， 因 此 在 第 二 晚 就 应 该 有 2 名 妻子 被 
杀害 。 因 为 这 件 事 没 有 发 生 ， 所 以 巴格达 至 少 有 3 个 男人 的 妻子 出 轨 了 。 

同样 的 推理 让 他 们 在 第 三 晚 之 后 知道 巴格达 至 少 有 4 个 男人 的 妻子 出 轨 了 ， 
在 第 四 晚 之 后 知道 至 少 有 5 个 人 ,以 此 类 推 ,在 第 49 蜡 之 后 ,因为 没有 人 被 处 决 ， 
所 以 每 个 男人 都 能 推 关 出 至 少 有 50 个 男人 的 妻子 出 轨 了 。 每 个 只 认识 49 个 出 
轨 和 妻子 的 男人 都 能 得 出 自己 就 是 第 50 人 的 结论 ， 而 所 有 出 轨 的 妻子 在 第 50 D 
MERER E o 

实际 上 我 们 可 以 说 ， 巴 格 达 每 个 认识 NAERATA, WREE 
第 NN 晚 没 有 被 处 决 的 话 ， 那 么 他 们 就 知道 自己 的 妻子 出 轨 了 ， 然 后 会 在 第 N+ 1 
晚 处 决 她 们 。 对 这 点 信息 的 提取 很 慢 ， 却 是 必然 的 。 



























































先后 回答 

我 们 在 1 和 20 之 间 选 择 一 个 数 和 NN (N= 1 2 .… 20)， 然 后 告诉 小 明 N 
的 所 有 约 数 的 和 ， 告 诉 小 华 和 的 最 大 素 因子 。 小 明说 :“ 我 不 知道 和 
是 多 少 , ”在 考虑 了 小 明 的 回答 之 后 ， 小 华 说 :“ 我 也 不 知道 。” NO 
多 少 个 约 数 ? 

解答 : 如 果 小 明 不 知道 ， 那 么 NN 不 在 1、2、3、4、5、7、8、9、12、 
13、16、18、19、20 之 中 ， 因 为 约 数 之 和 能 将 它们 区 分 开 ( 见 框 3 中 
的 表格 )。 
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于 是 ， 小 华 知道 NN 的 约 数 之 和 是 12 (N=6 或 11) 18 (N=10 或 17) 
或 者 24 (N= 14 或 15)。 如 果 小 华 在 知道 小 明 的 回答 之 后 还 不 能 得 出 
结论 ， 那 就 是 因为 N 的 最 大 素 因子 不 足以 确定 这 一 点 ， 从 中 我 们 知道 
最 大 的 素 因 子 是 5。 这 样 的 话 , N= 15 或 者 10， TX NUR AZAR, 
因为 这 两 个 数 都 有 4 个 约 数 。 

这 三 个 问题 表明 ,详细 的 分 类 讨论 以 及 逐步 互 换 看 似 不 起 眼 的 信息 ， 
如 何 一 步 步 以 有 时 出 人 意料 的 精确 度 揭示 了 某 些 信息 。 它 们 也 说 明了 怎 
样 才 能 解 开 汉 斯 . 弗 赖 登 塔 尔 在 1969 年 提出 的 那个 精妙 的 难题 ， 它 的 
难度 可 是 上 了 男 一 个 层次 。 下 面 请 大 家 思考 这 个 问题 , 并 准备 好 笔 和 纸 ， 
有 计算 机 的 话 更 好 。 

















弗 赖 登 塔 尔 的 问题 

我 们 选择 了 两 个 整数 和 和 了 ， 满足 1 <X< Yf X+Y< 100, 

我 们 告诉 小 姬 了 和 了 的 乘积 P， 告 诉 小 何人 和 了 的 和 S。 接 下 来 出 现 
了 这 样 的 对 话 。 

1. 小 姬 : “我 不 知道 对 和 了 是 多 少 ，” 

2. 小 何 :“ 我 知道 你 不 知道 和 和 了 是 多 少 。 

3. 小 姬 :“ 咽 ， 这 样 一 来 我 现在 知道 忆 和 了 是 多 少 了 。 

4. 小 何 :“ 咽 ， 我 现在 也 知道 它们 是 多 少 了 。” 


jio ih X fe Y, 





1 «X «Y x 100, X+Y 100 
1. 集合 V, 是 X 和 了 的 乘积 尸 的 集合 ， 至 少 有 两 种 不 同 的 分 解 方式 。 
小 姬 知道 乘积 已 ， 她 说 :“ 我 不 知道 式 和 了 是 多 少 。 

P Ji V, ER, 





ES Vi: 12,18, 20, 24, 28, 30, 32, 36, 40, 42, 44, 45, 48, 50, 52, 54, 56, 
60, 63, 64, 66, 68, 70, 72, 75, 76, 78, 80, 84, 88, 90, 92,96, 98, 99, 100, 
102, 104, 105, 108, 110, 112, 114, 116, 117, 120, 124, 126, 128, 130, 132, 


90 è 第 二 部 分 BAHEN 


135, 136, 138, 140, 144, 147, 148, 150,152, 153, 154, 156, 160, 162, 164, 
165, 168, 170, 171, 172, 174, 175, 176, 180, 182, 184, 186, 188, 189, 190, 
192, 195, 196, 198,200, 204, 207, 208, 210, 216, 220, 222, 224, 225, 228, 
230, 231, 232, 234, 238, 240, 243, 245, 246, 248, 250, 252, 255, 256, 
258,260, 261, 264, 266, 270, 272, 273, 2775, 276, 279, 280, 282, 285, 286, 
288, 290, 294, 296, 297, 300, 304, 306, 308, 310, 312, 315,320, 322, 324, 
325, 328, 330, 336, 340, 342, 344, 345, 348, 350, 351, 352, 357, 360, 
364, 368, 370, 372, 374, 375, 376, 378, 380,384, 385, 390, 392, 396, 399, 
400, 405, 406, 408, 410, 414, 416, 418, 420, 425, 429, 430, 432, 434, 435, 
440, 441, 442, 444, 448,450, 455, 456, 459, 460, 462, 464, 465, 468, 470, 
475, 476, 480, 483, 486, 490, 492, 494, 495, 496, 500, 504, 506, 510, 
512, 513,516, 518, 520, 522, 525, 528, 532, 539, 540, 544, 546, 550, 552, 
558, 560, 561, 564, 567, 570, 5772, 574, 576, 580, 585, 588, 592,594, 595, 
598, 600, 602, 608, 609, 612, 616, 620, 621, 624, 627, 630, 637, 638, 640, 
644, 646, 648, 650, 651, 656, 660, 663, 666,672, 6775, 680, 682, 684, 688, 
690, 693, 696, 700, 702, 704, 714, 715, 720, 726, 728, 735, 736, 738, 740, 
741, 744, 748, 750, 754,756, 759, 760, 765, 768, 7770, 774, 780, 782, 783, 
784, 792, 798, 800, 806, 810, 812, 814, 816, 819, 820, 825, 828, 832, 836, 
840,850, 855, 858, 860, 864, 868, 870, 874, 880, 882, 884, 888, 891, 896, 
8977, 900, 902, 910, 912, 918, 920, 924, 928, 930, 935, 936,945, 946, 950, 
952, 957, 960, 962, 966, 968, 969, 972, 9775, 980, 984, 986, 988, 990, 992, 
1000, 1008, 1012, 1014, 1020, 1026, 1032,1035, 1036, 1040, 1044, 1050, 
1053, 1054, 1056, 1064, 1066, 1071, 1078, 1080, 1088, 1092, 1100, 1102, 
1104, 1105, 1110, 1116,1118, 1120, 1122, 1125, 1131, 1134, 1140, 1144, 
1148, 1150, 1152, 1155, 1160, 1170, 1173, 1176, 1178, 1184, 1188, 1190, 
1196,1197, 1200, 1204, 1215, 1216, 1218, 1224, 1230, 1232, 1240, 1242, 
1248, 1254, 1258, 1260, 1275, 1276, 1280, 1288, 1292, 1296,1300, 1302, 
1311, 1312, 1320, 1323, 1326, 1330, 1332, 1334, 1344, 1350, 1360, 1364, 
1365, 1368, 1377, 1380, 1386, 1392, 1394,1400, 1404, 1406, 1408, 1425, 
1426, 1428, 1430, 1440, 1449, 1450, 1452, 1456, 1458, 1470, 1472, 1476, 
1480, 1482, 1485, 1488,1496, 1500, 1508, 1512, 1518, 1520, 1530, 1536, 
1539, 1540, 1550, 1554, 1560, 1564, 1566, 1568, 1575, 1584, 1596, 1600, 
1610,1612, 1617, 1620, 1624, 1628, 1632, 1638, 1650, 1656, 1664, 1672, 
1674, 1680, 1700, 1702, 1710, 1716, 1725, 1728, 1736, 1740,1748, 1750, 
1755, 1760, 1764, 1768, 1776, 1782, 1792, 1794, 1798, 1800, 1820, 1824, 
1836, 1848, 1850, 1856, 1860, 1872, 1890,1904, 1914, 1920, 1924, 1932, 
1938, 1944, 1950, 1960, 1972, 1980, 1984, 2016, 2030, 2040, 2046, 2052, 
2070, 2080, 2100, 2108,2112, 2142, 2145, 2160, 2176, 2184, 2200, 2205, 
2240, 2244, 2268, 2280, 2340, 2352, 2400 
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2. 集合 V, 是 满足 以 下 条 件 的 数 S HRA, S< 100， 同 时 ， 对 于 所 有 S-X-Y 
HX < 7 的 分 解 ， XY 都 在 V, 之 中 。 
小 何 知 道 和 8， 她 说 :“ 我 知道 你 不 知道 和 和 到” 


S 是 V, IRo 





Ra Vo: (11, 17, 23, 27, 29, 35, 37, 41, 47, 53] 





3. 集合 K(S) 是 V; 中 每 一 个 S 值 对 应 的 所 有 可 能 的 乘积 P。 
小 姬 说 :“ 现 在 我 知道 式 和 了 是 多 少 了 。 
知道 乘积 PP 就 能 推出 和 S, 这 说 明 己 没有 同时 出 现在 两 个 不 同 的 KS 之 中 。 





集合 K(S): 

K(11) = 118, 24, 28, 301, 

K(17) = (30, 42, 52, 60, 66, 70, 72}, 

K(23) = (42, 60, 76, 90, 102, 112, 120, 126, 130, 1323, 

K(27) = (50, 72, 92, 110, 126, 140, 152, 162, 170, 176, 180, 1821, 

K(29) = (54, 78, 100, 120, 138, 154, 168, 180, 190, 198, 204, 208, 210}, 

K(35) = 166, 96, 124, 150, 174, 196, 216, 234, 250, 264, 276, 286, 294, 
300, 304, 3061, 

K(37) = (70, 102, 132, 160, 186, 210, 232, 252, 270, 286, 300, 312, 322, 
330, 336, 340, 3421, 

K(41) = (78, 114, 148, 180, 210, 238, 264, 288, 310, 330, 348, 364, 378, 
390, 400, 408, 414, 418, 4201, 

K(47) = (90, 132, 172, 210, 246, 280, 312, 342, 370, 396, 420, 442, 462, 
480, 496, 510, 522, 532, 540, 546, 550, 552}, 

K(53) = 1102, 150, 196, 240, 282, 322, 360, 396, 430, 462, 492, 520, 546, 
570, 592, 612, 630, 646, 660, 672, 682, 690, 696, 700, 702} 











4. 集合 K'(S) ER KO 中 重复 出 现 的 元 取得 到 的 集合 。 

小 何 说 :“ 现 在 我 也 知道 和 了 是 多 少 了 。” 

知道 5 就 能 推出 了 ， 这 说 明 对 应 的 KS) 只 包含 一 个 元 素 ， 所 以 S-17, P=52, 
X-4, Y= 13。 





集合 K'(S): 

K'(11) = {18, 24, 28}, 

K'17) = (521, 

K'23) = 176, 112, 130}, 

K'(27) = 150, 92, 110, 140, 152, 162, 170, 176, 182}, 
K'(29) = 154, 100, 138, 154, 168, 190, 198, 204, 2081, 
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K'(35) = 196, 124, 174, 216, 234, 250, 276, 294, 304, 3061, 

K'(37) = 1160, 186, 232, 252, 270, 336, 340}, 

K(41) = 1114, 148, 238, 288, 310, 348, 364, 378, 390, 400, 408, 414, 
418), 

K'(4T) = 1172, 246, 280, 370, 442, 480, 496, 510, 522, 532, 540, 550, 
552}, 

K'(53) = 1240, 282, 360, 430, 492, 520, 570, 592, 612, 630, 646, 660, 
672, 682, 690, 696, 700, 7021 



























的 相关 表格 


三 个 谜 题 





N £j 数 约 效 个 数 约 数 的 和 最 大 素 因 子 
| 
; 
: 
; ; 
;| as | o: | $ | o 
: 
| a | 3 | s | 7 
3 


| nl 06 | 0x 
13 | 14 


N 
— 
OO 


NIJ AJA 
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1930 年 ， 弗 赖 登 塔 尔 在 海 因 次 : 霍 普 夫 的 指导 下 完成 博士 答辩 ， 
后 于 1946 年 到 1975 年 于 和 停 兰 乌 得 勒 支 大 学 担任 应 用 数学 教授 ( 他 工作 
到 了 70 岁 )。 作 为 研究 者 ， 他 对 拓扑 、 几 何 和 李 群 理论 做 出 了 贡献 。 今 
天 ， 乌 得 勒 支 有 一 所 以 弗 赖 登 塔 尔 的 名 字 命 名 的 数学 研究 所 。 他 对 数学 
教学 也 很 感 兴 趣 ， 特 别 是 他 还 曾 担任 杂志 《数学 新 汇总 》( Nieuw Archief 
voor Wiskunde ) 问题 专栏 编辑 。 我 们 今天 探讨 的 这 个 著名 问题 ， 就 首次 
以 荷兰 语 出 现在 这 个 专栏 中 。 

弗 赖 登 塔 尔 问 题 的 解答 

1. 整数 能 用 两 种 方法 分 解 为 了 和 了 的 乘积 P= XY， 并 满足 1 < 
X < YMIX+Y < 100， 记 为 集合 Vio RA ={12, 18, 20, …, 2280, 2340, 
2352, 24001, ， 它 拥有 574 个 元 素 ( 见 框 2 )。 根 据 对 话 的 第 一 条 ， 我 们 要 
找 的 两 个 数 的 乘积 P= XY 就 在 政之 中 。 然 后 将 整数 5S 记 作 集合 V, H 
H S< 100, 并 且 满 足 1 < X « Y, S- X - Y, HRI XY doe: V ICR- 

2. 根据 对 话 的 第 二 条 ， 要 求 的 和 了 两 个 数 满 足 S= 针 + 了 在 集合 
万 中。 现在 来 研究 可 能 有 多 个 乘积 的 两 数 之 和 构成 的 集合 V, (我 们 注 
意 到 两 位 主角 都 能 计算 出 也 和 万 )。 

(D 很 快 可 以 推出 ， 万 只 包含 满足 5 «S < 100 的 和 5S。 


(2) V PEE S > 55 的 数 。 如 果 S > 55 的 话 ， 那 么 它 可 以 写成 $= 
53-(8—53), 了 =53,， 了 =S 一 53， 但 我 们 接 下 来 会 证 明 P=XY= 53(S 一 53) 
不 在 修之 中 。 由 于 53 是 质数 ,PP 分 解 为 两 数 乘积 的 男 一 种 方法 必定 包 
含 一 个 至 少 是 2 x 53 的 数 ， 因 此 不 可 能 满足 + 了 < 100 的 条 件 ， 也 
就 是 说 P 了 无 法 拥有 两 种 满足 P= XY 的 不 同 分 解 方 式 , EPIX kY, 
X+Y < 100, 

(3) 户 不 包含 偶数 的 S。 这 是 因为 ， 如 果 5S 是 偶数 的 话 ， 那 么 它 可 
以 写成 两 个 素数 的 和 (这 就 是 哥 德 巴赫 猜想 ， 对 于 小 于 等 于 100 的 整数 
很 好 证 明 )， 即 S= Pi+ P,， 于 是 P= PiP, 就 不 在 修之 中 ， 因 为 整数 的 
素 因 了 于 分 解 是 唯一 的 。 

(4) V; 5E AI O - 2 的 数 S， 其 中 0 是 系数 。 这 是 因为 ， 如 果 
SS=O+2 的 话 ， 那 么 乘积 已 = 20 不 会 在 修之 中 (因为 整数 的 素 因 子 分 
解 是 唯一 的 )。 
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(85) 51 不 在 万 之 中 ,因为 S1=17+34, 而 17 x 34 不 在 V, zr 


基于 这 些 观 察 结 果 ， 我 们 逐个 检查 从 5 到 55 的 整数 ， 得 到 的 整数 
集合 V, 就 是 {11, 17, 23, 27, 29, 35, 37, 41, 47, 53). 


如 果 你 觉得 这 样 的 推理 太 复杂 的 话 ， 那 么 你 可 以 对 从 1 到 100 的 每 
个 数字 和 5 测试 这 个 数 是 否 在 记 之 中， 方法 就 是 人 研究 每 个 $= 针 + 了 的 
分 解 ， 看 看 它们 的 乘积 XY 会 不 会 有 多 重 结果 。 你 会 得 出 同样 的 集合 Vo 

3. 对 于 琅 中 的 每 个 和 9， 现在 考虑 满足 1 < X < 了 的 分 解 S= 久 + 
7， 我 们 将 这 些 分 解 得 出 的 乘积 集合 记 作 K(S)。 举 个 例子 ， 对 于 11 来 
说 : 2-9-11, RÆ 18; 3 +8511, RRE 24; 4+7 =11， 乘 积 是 
28; 5+ 6 =11， 乘 积 是 30。 所 以 K(11) = (18, 24, 28, 30}。 同 样 可 以 推 
出 〈 可 以 手 算 ， 但 用 计算 机 更 好 ): K(17) = (30, 42, 52, 60, 66, 70, 72}, 
K(23) = (42, 60, 76, 90, 102, 112, 120, 126, 130, 132}, =+, K(47) = (90, 132, 
172, 210, 246, 280, 312, 342, 370, 396, 420, 442, 462, 480, 496, 510, 522, 
532, 540, 546, 550, 552}, K(53) = 1102, 150, 196, 240, 282, 322, 360, 396, 
430, 462, 492, 520, 546, 570, 592, 612, 630, 646, 660, 672, 682, 690, 696, 
700, 7021 ( ILHE 2 )。 


根据 小 何 和 小 姬 间 对 话 中 的 第 三 条 ， 要 求 的 两 个 数 的 乘积 尸 只 在 
K(11), K(17), KQ3), …, K(53) 其 中 一 个 集合 里 。 这 是 因为 ， 如 采 它 同时 
处 在 两 个 集合 K(S1) M KS PE, MAER P HAE SE V, 
中 的 小 姬 (她 进行 了 和 你 一 样 的 推理 ) 就 无 法 得 知 正 确 的 8 是 哪 一 个 。 
所 以 她 证 实 了 乘积 P 只 在 一 个 集合 K 中 ， 从 而 能 确定 5 是 多 少 。 在 知 
道 了 两 个 数 的 和 与 积 之 后 ， 求 出 两 个 数 就 很 容 吻 了 ， 因 为 小 姬 知道 了 己 
^I S, t ABE T X Y. 

4. 知道 了 这 一 点 之 后 ， 小 何 可 以 在 每 个 KO 中 去 挥 所 有 出 现在 男 
-个 集合 中 的 数字 ， 得 到 集合 KS). EUKON 和 天 (23) 中 的 数字 60, 
fr K'(17) 和 天 (23) 中 就 被 去 反 了 。 这 样 我 们 就 得 到 了 集合 天 的 新 版 本 K': 
K'(11) = {18, 24, 28), K'(17) = (521, =, K'(47) = {172, 246, 280, 370, 442, 
480, 496, 510, 522, 532, 540, 550, 5521, K'(53) = (240, 282, 360, 430, 492, 
520, 570, 592, 612, 630, 646, 660, 672, 682, 690, 696, 700, 7021. 
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我 们 注意 到 K(017) 只 包含 1 个 元 素 ， 而 所 有 其 他 集合 都 包含 至 少 
2 个 元 率 。 根 据 对 话 中 的 第 四 条 ， 我 们 知道 ， 小 何 能 根据 这 些 8 可 能 的 
[tk HB XR Y, ， 也 就 是 说 ， P 即 
5S= 17,P= 52。 结 果 就 是 X=4,7= 13。 我 们 注意 到 ,在 这 个 推理 过 程 中 ， 
efi ee en fe 











TT 


个 难题 变 体 是 克 莱 夫 ' 图 思 的 成 果 。 我 们 选择 两 个 整数 和 和 了 了， 满足 
2«X«YURX-Y < 5000, 我 们 将 它们 的 和 5 告诉 小 何 ， 将 它们 的 积 P 告 
诉 小 姬 。 然 后 我 们 听 到 了 以 下 的 对 话 。 

(1) 小 姬 :“ 我 不 知道 忆 和 了 是 多 少 。 

(2) 小 何 :“ 我 知道 你 不 知道 人 和 了 是 多 少 。” 

(3) 小 姬 回答 :“ 这 样 ， 那 我 现在 知道 全 和 了 是 多 少 了 。” 

(4) 小 何 于 是 说 :“ 嗯 ， 那 我 也 知道 它们 是 多 少 了 。 

我 们 和 希望 从 中 求 出 式 和 了 的 值 ， 但 因为 其 最 大 值 为 S000， 只 听 到 对 话 的 人 
做 不 到 这 一 点 。 溯 好 第 三 位 参与 者 小 路 听 到 了 刚才 的 对 话 ， 说 了 一 句 。 

(5) 小 路 说 :“ 现 在 我 还 不 知道 四 和 了 是 多 少 。 

(6) 小 何 回答 他 说 :“ 但 如 果 我 告诉 你 忒 的 值 ， 那 么 你 就 知道 了 是 多 少 了 。 

(7) 于 是 小 路 说 :“ 现 在 我 知道 了 和 了 是 多 少 了 。” 你 呢 ? 

这 一 次 似乎 必须 用 上 计算 机 。 通 过 前 四 名 对 话 ， 我 们 发 现 只 科 10 个 符合 条 
件 的 可 能 性 〈 见 下 表 )。 我 们 可 从 中 求 出 答案 。 当 了 对 = 4, 16, 32 或 者 64 时 ， 只 知 
道 不 足以 知道 了 Y， 因 为 满足 = 4 的 解 有 3 个 ,满足 X= 16 的 解 有 2 个 ， 满 
足 和 = 32 的 解 有 2 个 ,满足 和 = 64 的 解 同样 有 2 个 。 所 以 ， 对 话 中 的 第 六 句 表 
HH X= 67. 

其 他 未 知 数 可 立刻 推出 : Y-82, S=149, P= 5494, 


a LE EE LE LET 
wien mera [- 309 








[S | 17 | 65 233 | 89 | 127 | 163 | 343 | 137 | 373 | 149 | 
P | 52 |244| 916 | 1168 | 1776 | 4192 | 10976 | 4672 | 19 776 | 5494 
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B zB, BUFE 


^ f] EB AR 2A BLHE LETT BLAST EREE, oC 8-14 d n] AHR 
人 研究 当 弗 赖 登 塔 尔 问题 的 数值 稍 有 改变 时 会 发 和 后 什么 事情 。 

我 们 特别 注意 到 ， 构 造 这 个 类 型 的 谜 题 要 非常 小 心 ， 因 为 推理 过 程 
中 要 用 到 一 开始 提出 的 不 等 式 1 < X « YMX+Y< 100， 而 哪怕 改变 
其 中 一 个 不 等 式 ， 也 会 带 来 翻天 履 地 的 变化 。 马 丁 . 加 德 纳 就 有 过 这 样 
一 次 不 愉快 的 遭遇 ， 他 想 人 简化 原来 的 问题 ， 于 是 将 问题 的 陈述 改 成 了 未 
知 数 式 和 了 满足 2 SX SYS 20。 这 个 取 值 范围 更 小 〈 因 而 更 容易 用 
手 算 解决 )， 而 加 德 纳 保留 的 这 个 取信 范围 ， 也 的 确 包 含 了 原来 解答 中 
的 两 个 数 和 =4 和 了 了 = 13。 然 而 ， 加 德 纳 的 这 个 谜 题 没 有 解 ， 因 为 根据 
小 姬 和 小 何 最 后 两 句 对 话 进 行 的 列表 处 理 不 一 样 了 ， 不 能 得 到 任何 解 。 


如 果 将 弗 赖 登 塔 尔 问题 中 的 100 换 成 另 一 个 整数 M， 那 么 我 们 就 
能 得 到 一 系列 无 限 个 问题 ， 根 据 M 的 值 不 同 可 以 有 0 个 、1 个 或 者 多 个 
解 。 原 始 问题 的 解 X= 4, Y= 13 对 于 所 有 大 于 等 于 65 的 M 值 来 说 都 成 立 ， 
所 以 当 MM 趋 问 于 无 穷 时 , 它 仍然 是 问题 的 一 个 解 , 我 们 把 它 叫 作 稳 定 解 。 
mA X= 67, 了 = 82 就 不 是 这 样 ， 如 采 M 在 4721 和 5485 的 整数 区 间 中 ， 
那么 这 个 解 就 不 成 立 ， 我 们 把 它 叫 作 虚 解 。 

X24,Y 2 I3 对 于 所 有 在 65 和 1684 之 间 的 M 值 来 说 都 是 唯一 解 。 
所 以 你 可 以 将 弗 赖 登 塔 尔 问题 的 原始 陈述 换 成 1 < X < Y 以 及 X+Y < 
1684， 该 问题 仍然 只 有 一 个 解 ( 当然 问题 也 会 变 得 更 难 )。 


约翰 基 和 尔 廷 轧 和 彼得 扬 研 究 了 万 一 个 问题 ， 即 当 M 趋 癌 于 无 
穷 时 该 难题 有 多 少 个 解 。 人 们 猜想 能 找到 无 限 个 解 ， 甚 至 会 有 无 限 个 
稳定 解 。 目 前 人 们 还 没 能 成 功 证 明 这 两 个 猜想。 下 面 是 前 10 个 稳定 解 ， 
以 及 它们 第 一 次 出 现时 M 的 值 : 

[M= 65, X- 4, Y- 13], [M= 1685, X - 4, Y - 61], 

[M = 9413, X - 32, Y - 131], [M = 1970, X= 16, Y - 73], 

[M= 2522, X= 16, Y- 111], [M = 6245, X 2 32, Y 2 311], 

[M = 6245, X= 64, Y - 73], [M = 6893, X= 4, Y = 229], 

[M = 72365, X= 8, Y - 239], [M - 237 173, X - 4, Y - 181] 
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从 这 段 列表 的 开头 看 来 ， 我 们 会 认为 稳定 解 的 第 一 个 元 系 站 一定 是 
2 的 乘 方 ， 但 这 是 错 的 : 人 们 找到 了 一 个 更 大 的 稳定 解 和 = 201, Y= 556, 
它 从 M = 966 293 开始 出 现 。 

除了 调整 人 + 了 的 最 大 值 M 以 外 ， 我 们 还 可 以 调整 一 开始 给 定 的 不 
等 式 1 < X< Y'püj l1, ETIN m (也 就 是 m < X < 了 )。 这 一 系列 
问题 的 研究 结 末 出 人 意料 ， 因 为 我 们 观察 到 ， 只 要 m > 3 就 没有 任何 解 
答 〈 不 管 M 是 多 少 )。 人们 想 证 明 这 个 结论 的 正确 性 , 但 还 没有 人 做 到 。 
于 是 人 们 猜想 ， 当 m > 3 时 , m< X< 了 的 弗 赖 登 塔 尔 问 题 永 远 无 解 。 














EH 24 小 时 的 思考 





下 面 这 个 弗 赖 登 塔 尔 问 题 的 变 体 来 自 阿 克 塞 尔 : 博 恩 、 科 尔 … 赫 尔 根 斯 和 
格 哈 德 . 沃 金 格 。 它 也 是 这 类 迹 题 中 最 困难 、 最 优美 的 问题 ， 我 们 称 之 为 “24 
小 时 的 思考 ”。 

我 们 选择 了 5 个 数 a、b、c、d、e, 满足 1<a<b<c<d<e<10。 

我 们 将 其 乘积 P= abcde 告诉 小 姬 ,将 其 和 383=a+po+c+d+e 告 诉 小 何 ， 
将 其 平方 和 C=a+b+c+d+e 告诉 小 方 , 将 V=(a+b+c)(d+e) 告诉 小 魏 。 

1. 在 提出 问题 1 个 小 时 之 后 ， 我 们 问 到 的 这 四 个 人 异口同声 地 说 :“ 我 不 知 
Ña, b, c d, e 是 多 少 。” 

2. 又 经 过 1 个 小 时 ， 我 们 再 次 询问 这 四 个 人 ， 他 们 还 是 异口同声 地 说 :“ 我 
KÉ a, b, c, d, e 是 多 少 。” 

3. 又 经 过 1 个 小 时 ， 我 们 再 次 询问 这 四 个 人 ， 他 们 还 是 异口同声 地 说 :“ 我 
KÉ a, b, c, d, e 是 多 少 。” 

4. 又 经 过 1 个 小 时 ， 我 们 再 次 询问 这 四 个 人 ， 他 们 还 是 异口同声 地 说 :“ 我 
KÉ a, b, c, d, e 是 多 少 。 

23. 又 经 过 1 个 小 时 ( 距离 提出 问题 已 经 过 去 了 23 个 小 时 )， 我 们 再 次 询问 
这 四 个 人 ， 他 们 还 是 异口同声 地 说 :“ 我 不 知道 4、D、c、qd、e 是 多 少 。 

但 在 第 23 次 回答 之 后 ， 四 人 屏 然 大 悟 ， 一 起 说 :“ 现 在 好 了 ,我 知道 gc、2、 
c、d、e 是 多 少 了 。” WA, a, b, c, d, e 分 别 是 多 少 ? 

解答 : 一 开始 有 252 个 可 能 的 (a, b, c, d, e) 五 元 组 ， 其 中 有 一 些 五 元 组 的 和 
REHE a, b, c, d, e, 比如 1+2+3+4+5=15， 因 为 这 就 是 可 能 的 和 的 最 
小 值 。 小 何在 第 一 次 提问 时 说 自己 不 知道 4a、b、c、d、e 是 多 少 ， 说 明 五 元 组 
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(1, 2, 3, 4, 5) 不 正确 。 同 理 ， 某 些 乘积 也 只 能 得 到 一 次 ， 它 们 在 第 一 步 之 后 就 可 
以 被 排除 。 平 方 和 与 六 的 值 也 是 如 此 。 

排除 了 这 些 五 元 组 之 后 ， 可 能 性 的 个 数 就 从 252 变 为 140。 我 们 假设 四 人 
在 问题 间隔 的 1 小 时 之 间 也 进行 了 同样 的 排除 法 推理 。 因 为 这 种 推理 无 法 瞬间 
完成 ， 所 以 我 们 给 了 他 们 1 小 时 的 间隔 时 间 。 

Ma. b, c,d, e} 140 种 可 能 性 出 发 , 每 个 人 都 可 以 重新 像 之 前 一 样 推 理 。 
如 果 小 何在 第 二 次 提问 中 说 自己 不 知道 4a、b、c、d、e 是 多 少 ， 那 么 就 可 以 排 
除 只 在 140 种 可 能 性 中 出 现 1 次 的 S 值 , PHE, CEM VERE, FÆRNI 
到 100 种 可 能 的 五 元 组 。 

可 能 的 解 一 步 步 减少 ， 得 出 的 五 元 组 也 越 来 越 少 : 当 接 下 来 每 一 次 提问 时 ， 
五 元 组 数目 分 别 是 85、73、64、62、60、57、54、50、47、44、40、36、33、 
31、28、24、19、13、8、4。 第 23 次 提问 就 会 得 出 唯一 解 。 这 时 ， 所 有 人 都 知 
iÉ T: $-28,P-3360,C2178,V-2195, 所 以 a=2b=5 c=6,d=7, C=%, 

(前 一 步 得 出 的 4 种 可 能 性 分 别 是 : S= 26, P= 1680, C= 178, V2 153, 或 者 
$=30, P=3360, C=226, V=216, 或 者 S=28,P=3360,C=178,V=195, 或 者 
$528 P=400 Cel7d P $195.) 

















a 难 上 加 难 


框 5 给 出 了 这 个 类 别 中 我 认为 最 惊人 的 问题 。 这 个 问题 由 阿 克 窒 尔 + 
博 恩 、 科 尔 … 赫 尔 根 斯 和 格 哈 德 ， 沃 金 格 提出 ， 这 三 位 大 学 教师 花 了 大 力 
气 来 认真 研究 这 类 数学 谜 题 。 这 个 问题 本 身 既 简单 又 困难 : 虽然 4 名 参与 
者 (假设 他 们 都 拥有 逻辑 头脑 ) 的 23 次 同时 回答 都 是 “我 不 知道 ”>， 但 是 
他 们 和 你 都 由 此 得 到 了 有 5 个 未 知 数 的 问题 的 唯一 解 。 当 然 ， 计 算 机 在 这 
里 能 帮 上 忙 。 用 手 算 来 解 开 这 个 极 问 困难 的 迹 题 不 是 不 可 能 ， 只 要 你 有 一 
整 天 的 空间 ， 而 且 确 保 在 解 题 需要 的 小 计算 中 一 个 错误 也 没有 。 

这 些 题目 并 不 像 表 面 上 那么 无 关 紧 要 。 弗 罗 伊 登 塔 尔 相信 外 星 生 物 
的 存在 ， 并 对 与 它们 通信 感 兴趣 ( 他 其 至 在 1960 年 写 了 一 本 关于 这 个 
主题 的 著作 )。 这 种 通信 必定 不 能 缺少 关于 无 模糊 性 信号 的 研究， 但 那 
WENT T o 
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效 字 也 有 韧性 


我 们 将 整数 的 每 位 数字 乘 起 来 ， 就 会 得 到 另 一 个 整数 ， 然 后 重复 这 
个 操作 ， 我 们 能 重复 多 少 次 ? 似乎 最 多 11 次 。 

有 些 问题 用 几 秒 钟 就 能 解释 清楚 ， 计 算 其 结果 却 超越 了 抽象 推理 和 
最 强大 计算 机 计算 能 力 的 极限 。 在 这 些 令 人 望而却步 的 迹 题 中 ， 就 有 十 
进 制 整数 的 乘法 万 性 问题 。 

我 们 来 看 一 个 正 整数 ， 比 如 377， 将 其 每 一 位 数字 乘 起 来 : 3 x 7 x 
7 = 147。 对 结果 147 进行 同样 的 操作 就 是 1 x 4x 7= 28。 再 次 重复 该 
操作 ， 得 到 2 x 8 = 16。 继 续 重 复 ， 得 到 1 x 6=6。 在 得 到 一 个 个 位 数 
之 后 ， 我 们 就 不 能 继续 了 : 377 一 147 28 16 6, 

这 个 数列 就 是 377 的 “乘积 序列 ”， 而 377 W “REWE” p 就 是 
在 得 到 个 位 数 之 前 ， 将 所 有 数字 乘 起 来 的 次 数 ， 在 这 里 PP = 4。 














在 0 到 100 之 间 的 所 有 整数 中 ， | Tolil2ls[a|s[e|7|s|o. 
77 的 韧性 最 大 ， 它 的 乘法 韧性 是 4。 ololololololololololo 
整数 的 乘法 韧性 ( 见 右 表 ) 不 


l 


可 能 是 无 限 的 。 证 明 如 下 ， 从 中 也 能 
得 出 乘积 序列 长 度 的 一 些 更 精确 的 信 
息 : 因为 每 一 个 a 的 最 大 值 是 9， 所 
以 当 我 们 将 一 个 c 位 整数 (c n2) 
N-a,ay-a, 的 每 位 数字 相 乘 时 ， 我 们 
最 多 能 得 到 wx 9. ax 9 可 能 的 |9jijil2l33|3|3|3|3|2 
Tec ik N 7] CERA N > a, x 107), sl mn 

NüSAEBUFPUEHDEOU. Rp OTT AORT) A 
数 或 专 ， 因 此 它 是 有 限 的 。 ( 行 表示 十 位 数 ， 列 表示 个 位 数 ) 








m 韧性 有 最 大 值 吗 ? 


我 们 可 以 利用 刚才 所 说 的 ， 根 据 一 个 数 有 多 少 位 数字 来 计算 其 蔬 
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性 的 上 限 。 因 为 N= aaa. 所 有 数字 的 乘积 小 于 等 于 w x 9”， 所 以 
拥有 c 位 数字 的 整数 Y 所 有 数字 的 乘积 小 于 N x (9/110)”。 因 为 (9/10) — 
0.098477... < 1/110， 我 们 可 以 得 出 ， 如 果 入 有 23 位 或 者 以 上 的 数字 ， 
那么 Y 所 有 数字 的 乘积 的 数字 位 数 比 YX 的 数字 位 数 要 少 。 从 中 可 以 推出 ， 
N 的 韧性 最 大 是 N 的 数字 位 数 加 上 一 个 常数 。 额 外 的 计算 能 推出 常数 2 
对 于 10” 以 下 的 所 有 数 都 成 立 ， 所 以 对 于 所 有 NN 也 成 立 : 一 个 拥有 c 位 
数字 的 整数 V， 其 韧性 小 于 等 于 c+ 2。 
现在 有 两 个 合理 又 基本 的 问题 : 


a 任意 整数 神 可 能 是 某 个 数 的 万 性 吗 ? 
a 如 末 不 可 能 的 话 ， 那 么 整数 蔬 性 的 最 大 值 是 多 少 ? 


如 有 果 每 一 步 将 整数 的 每 位 数字 相 加 ， 那 么 我 们 就 得 到 了 加 法 韧性 : 32 529 一 
342 F3-24922]—2^F1-935 

在 这 里 ,加 法 韧性 , 即 累 加 次 数 ,是 2。 得 到 的 最 后 一 个 数字 一 直 被 用 于 “ 弃 
九 验 算法 ”: 人 们 证 明了 NN 最 后 留 下 的 终点 数字 就 是 NN 被 9 除 得 到 的 余数 。 图 
中 例子 展示 了 不 同 的 终点 。 
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要 计算 一 个 整数 的 乘法 韧性 ， 我 们 将 它 的 每 位 数字 相 乘 ， 在 得 到 新 的 数字 
之 后 ， 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 得 到 一 个 个 位 数 。 重 复 该 过 程 的 次 数 就 是 这 个 数 的 乘 
BUE. HORE. MA 335 开始 ， 我 们 会 得 到 45， 然 后 得 到 20， 最 后 得 到 o, 
所 以 它 的 乘法 韧性 是 3。 图 中 展示 了 几 个 整数 以 及 由 它们 推导 出 的 序列 。 我 们 
能 够 轻松 证 明 加 法 芽 性 可 以 要 多 大 有 和 多大， 相反 ， 我 们 却 不 知道 怎么 证 明 乘 法 




















丰 性 似乎 从 来 不 会 超过 11。 





Eg 约翰 康 威 提出 的 变 体 


英国 数学 家 约翰 康 威 发 明了 生命 游戏 ， 还 提出 了 数 千 个 数学 趣 题 。 他 在 
2007 年 提出 了 一 个 跟 乘 法 韧性 在 原理 上 很 相似 的 谜 题 ， 但 目前 该 迹 题 却 带 来 一 
个 非常 奇怪 的 局 面 。 

从 整数 W 开 始 ， 例 如 3462， 我 们 将 它 写 成 “ 乘 方 队 列 ”3”x 6 ， 接 着 计算 
它 的 值 3 x 6 = 2916 作为 N 的 后 续 数 字 。 然 后 我 们 重复 这 个 过 程 。 

这 样 一 来 ，2916 一 2 x 125125 x 2=10 一 1"=1。( 如 果 入 有 奇数 位 
数字 ， 那 么 最 后 一 位 数字 没有 短 次 。 必 要 时 我 们 取 O= 1。 ) 

康 威 提出 的 问题 是 : 是 否 存在 不 可 挫 毁 的 数 ， 也 就 是 根据 上 面 的 规则 计算 ， 
不 会 变 成 个 位 数 的 整数 ”他 发 现 了 2592 是 一 个 不 可 摊 筑 的 数 : 2592 一 2 x 9 = 
2592。 在 没有 找到 为 一 个 数 的 情况 下 ， 他 猜想 这 就 是 唯一 的 不 可 捧 磺 的 数 。 

尼 尔 : 斯 隆 进 行 了 一 次 更 深入 的 探索 ， 发 现 24 547 284 284 866 560 000 000 000 一 
2 x 5 x7 x 8 x 25x 47x 6x 5x 0x 0 x 0 xo'xo?- 
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24 547 284 284 866 560 000 000 000。 他 现在 猜想 不 存在 其 他 不 可 摧毁 的 数 。 这 
种 状况 实在 令 人 震惊 。 

执行 “ 乘 方 队列 ”的 过 程 会 摊 毁 每 个 整数 ， 因 为 这 些 整数 会 迅速 被 缩减 为 
个 位 数 ， 除 了 24 547 284 284 866 560 000 000 000 和 2592 这 两 个 数 以 外 。 

这 两 个 数 有 什么 特别 之 处 ? 

是 否 有 读者 会 尝试 验证 ， 在 更 大 的 数字 中 不 存在 第 三 个 例外 ? 

















在 计算 机 能 很 好 地 补充 我 们 有 限 的 数字 处 理 能 力 的 情况 下 ， 这 些 问 
题 看 起 来 很 简单 。 然 而， 实践 表明 它们 并 不 人 简单， 直到 现在 ,无 论 是 数 
学 推理 还 是 计算 机 计算 ， 都 无 法 找到 韧性 超过 11 的 整数 ! 而 且 ， Jue 
是 寻找 这 样 的 数 ， 还 是 证 明 11 就 是 最 大 值 ， 人 们 已 经 对 此 感到 绝望 了 。 
下 面 是 乘法 韧性 p 等 于 1, 2, 3,…, 11 的 最 小 整数 入 的 列表 : 
N 
10 
25 
39 
29 
679 
6788 
68 889 
2 677 889 
26 888 999 
10 3 778 888 999 
1 277 777 T88 888 899 











Do a OQ Uu A t Nae D 


ARRA P Ec B SC JR e 斯 隆 1973 年 的 一 篇 论文 。 他 指 
出 ，10” 以 下 不 存在 韧性 超过 11 的 整数 。 斯 隆 也 猜想 ， 存 在 一 个 整数 c 
(很 可 能 是 11 )， 使 得 每 个 整数 的 乘法 韧性 都 不 超过 c. 

乘法 蔬 性 的 概念 在 十 进 制 以 外 的 进 制 中 也 有 意义 。 斯 隆 提出 的 猿 
想 的 一 般 形 式 就 是 ， 对 于 所 有 5 进 制 ， 都 存在 一 个 (与 5 有 关 的 ) 常数 
pnax(2)， 它 就 是 b 进 制 下 整数 韧性 可 能 的 最 大 值 。 
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m 直到 10” ”的 验证 


2011 年 ， 澳 大 利 亚 的 马克 … 戴 索 德 在 十 进 制 的 情况 下 进行 了 当时 
最 先进 的 计算 ,证 实 了 所 有 小 于 10” 的 整数 的 韧性 都 不 可 能 超过 11。 
我 们 对 pia(10) = 11 的 猜想 也 就 越 来 越 有 信心 : 在 十 进 制 下 ， 所 有 整数 
的 乘法 韧性 都 不 超过 11。 

逐个 计算 整数 来 进行 直到 10” 的 验证 是 完全 不 可 能 的 。 最 漫长 的 
计算 ， 比 如 大 数 分 解 或 者 密码 破解 的 计算 ， 只 包含 大 概 107 次 运算 。 这 
样 的 运算 要 占据 相当 强大 的 几 十 台 机 堪 几 个 星期 的 时 间 ， 费 用 也 十 分 高 
昂 。 需 要 超过 10” 次 基本 运算 〈 或 者 指令 ) 的 计算 并 非 不 可 能 ,但 107 
就 是 一 个 我 们 在 数 年 内 都 不 可 能 逾越 的 技术 界限 。 当 然 ，10” 可 能 永远 
都 无 法 实现 。 

所 以 ， 如 何 验证 一 直到 107 的 方法 就 值得 去 理解 了 。 这 说 明了 ， 
即使 在 一 台 强 大 的 计算 机 上 编写 程序 ， 智 蕊 和 数学 也 大 有 作为 ， 而 且 能 
让 我 们 远 远 超越 技术 对 那些 冒进 的 程序 的 限制 。 这 些 都 建立 在 一 系列 观 
察 事 实 的 基础 之 上 ， 其 中 每 一 个 事实 都 能 节省 计算 量 。 在 这 里 ， 我 们 只 
考虑 十 进 制 的 乘法 韧性 ， 下 面 就 简称 为 “万 性 ”。 

要 点 1: 如 果 一 个 数 包 含 数 字 0， 那 么 其 万 性 就 是 1， 所 以 不 需要 
考虑 那些 包含 至 少 1 个 0 的 整数 。 

要 点 2: 删 去 一 个 数 的 所 有 数字 1， 其 韧性 不 会 改变 ， 所 以 不 需要 
考虑 包含 1 的 整数 。 

要 点 3: 如 果 一 个 数 包 含 偶数 的 数字 (2、4、6、8) 和 35， 那么 其 
扬 性 最 大 是 2， 因 为 其 数字 的 积 结尾 是 0。 所 以 不 需要 考虑 那些 既 包 含 
偶数 数字 又 包含 5 的 整数 (例如 7 877 995 一 1111 320 一 0 )。 


要 点 4: 整数 中 数字 的 顺序 对 于 万 性 的 计算 无 关 紧 要 ， 这 是 显然 
的 ， 因 为 数字 乘积 不 依赖 数字 的 书写 顺序 。 所 以 ，23 477 和 77 324 的 
韧性 相同 ， 于 是 我 们 可 以 只 考虑 那些 数字 从 小 到 大 排列 的 整数 ， 比 如 
222 667 779 999。 这 样 做 不 会 漏 掉 任 何 整数 ， 比 如 772 992 并 不 会 被 直 
接 验 证 ， 但 会 通过 227 799 被 间接 处 理 ， 这 个 数字 更 小 ， 但 它们 的 韧性 
相同 。 
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要 点 5: 将 任何 要 探讨 的 整数 NN 中 的 数字 8 换 成 222， 将 数字 4 换 
成 22， 将 数字 6 换 成 23， 将 数字 9 换 成 33 ( 比如 说 8 726 793 会 变 成 
22 272 237 333 )， 得 到 的 整数 万 性 与 N 相同 ， 我 们 把 它 叫 作 N 的 正则 形 
式 。 于 是 ,我 们 可 以 只 研究 包含 系数 数字 2、3、5、7 的 整数 。 

将 这 5 个 观察 结果 加 起 来 ， 就 可 以 推出 ， 所 有 在 两 步 内 不 会 得 到 0 
的 整数 ， 都 与 某 个 形 如 222...2333...3777...7 或 者 333...3555...5777...7 的 
数 拥 有 相同 的 韧性 。 

在 2011 年 进行 的 测试 中 ， 戴 绽 德 实际 上 对 所 有 拥有 上 面 这 两 种 形 
A, 但 包含 不 超过 1000 个 2、 不 超过 1000 个 3、 不 超过 1000 个 5、 不 
超过 1000 个 7 的 整数 进行 了 计算 ， 但 他 没有 找到 韧性 超过 11 的 整数 。 

我 们 注意 到 这 个 测试 并 没有 考虑 包含 334 个 数字 8 的 整数 88...8， 
因为 它 不 会 被 直接 处 理 ， 其 正则 形式 是 由 1002 个 数字 2 组 成 的 整数 
222...2， 戴 蒙 德 并 没有 计算 它 的 再 性 。 这 个 数 88...8( 334 个 8) 是 超出 
测试 范围 的 最 小 整数 ， 因 为 其 他 将 整数 化 为 正则 形式 的 代 换 〈4 一 22、 
6 一 23、9 一 33 ) 让 数字 变 长 的 程度 都 不 及 8 一 222 这 个 代 换 。 也 就 是 
说 ， 所 有 至 多 拥有 333 个 数字 的 整数 ， 都 由 2011 年 的 这 项 测试 直接 或 
者 间接 地 验证 了 。( 该 测试 也 处 理 了 其 他 超过 10” 的 整数 ， 但 不 够 具有 
系统 性 。) 




















B 定理 仍 未 出 现 


戴 蒙 德 的 测试 覆盖 了 所 有 小 于 10” 的 整数 ， 一 共 进 行 了 大 概 20 亿 
次 韧性 的 计算 。 实 际 上 ， 形 如 222...2333...3777...7， 而 数字 2、3、7 出 
现 的 次 数 都 在 0 和 1000 之 间 的 整数 一 共有 1001 = 1 003 003 001 个 。 
第 二 种 形式 (333...3555...5777...7 ) 也 有 相同 数量 的 整数 ， 于 是 一 共有 
2 006 006 002 个 数字 经 过 直接 测试 。 与 不 经 思考 时 要 处 理 的 10” 个 情 
况 相 比 ， 这 可 是 个 巨大 的 加 速 ! 2013 年 5 月 ,法 国 里 尔 基础 计算 机 实 
验 室 的 弗 表 切 斯 科 ' 德 科 米 泰 将 验证 扩展 到 了 107, 


猜想 验证 过 的 范围 如 此 之 大 ， 这 固然 可 喜 ， 但 在 数学 家 眼中 ， 只 要 
没有 找到 推理 的 证 明 ， 我 们 就 只 能 继续 说 这 是 猜想 ， 而 不 是 定理 。 
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尽管 今天 我 们 不 能 确定 整数 的 蔬 性 最 大 是 11， 我 们 可 以 满足 于 下 
面 的 结果 ， 它 给 出 了 下 到 无 限 的 整数 韧性 的 平均 值 : 当 V 趋 癌 于 无 穷 大 
时 ， 所 有 在 1 和 之 间 的 整数 的 乘法 韧性 平均 值 会 趋同 于 1 (也 就 是 比 
11 小 得 多 )。 我 们 之 后 会 看 到 ， 这 个 ( 被 证 明 的 ) 结果 来 晶 对 乘法 序列 
终点 的 研究 。 

十 进 制 中 每 个 乘法 序列 都 会 终结 于 10 个 数字 之 一 ， 也 就 是 它 的 终 
点 《有 时 候 也 叫 作 乘 法 数字 根 )。 我 们 可 以 在 oeis.org/A031347 中 找到 整 
数 终点 的 列表 。 

然而 ， 各 个 数字 成 为 终点 的 概率 并 不 相同 。 计 算 表 明 ， 对 于 在 1 到 
100 之 间 的 N， 它 的 终点 有 25 次 是 0， 只 有 2 次 是 1， 有 23 次 是 8。 下 
表 列 出 了 N 在 1 到 100 之 间 、1 到 1000 之 间 、1 到 10 000 之 间 等 的 具 
体 情况 。 








从 1 到 10^ 的 整数 按照 “终点 ”的 划分 
æ a&[o|s[a2|s|4|s]e|7 [8 [9- 
Das x | 2[»|3|9|7|M|3|m|4 


Dass [em | 3 | | 6 [65 | 4 (5| 6 [161 0 





我 们 看 到 ， 终点 是 数字 0 的 整数 占 大 多 数 ， 而 且 比 例 越 来 越 大 ， 甚 
至 似乎 逐步 趋 癌 于 100%。 要 证 明 这 一 点 ， 我 们 注意 到 ， 当 随机 选取 包 
含 c 位 数字 的 整数 时 ， 它 不 包括 0 的 概率 是 (9/10) (第 二 个 数字 不 是 
0 的 概率 是 910， 第 三 个 数字 也 是 ， 如 此 等 等 )。 当 c 趋向 于 无 穷 大 时 ， 
这 个 概率 会 趋 近 于 0。 

因为 包含 0 的 整数 的 韧性 是 1， 而 那些 不 包含 0 的 整数 韧性 最 多 是 
c+2( 见 本 章 开 头 )， 所 以 当 N 趋 问 于 无 穷 时 ， 小 于 N 的 整数 的 平均 万 
性 会 趋同 于 1。 

可 惜 的 是 ， 知 道 平 均值 是 1 并 不 能 告诉 我 们 最 大 值 是 不 是 11， 因 
为 平均 值 不 能 确定 对 平均 值 的 偏离 。 

关于 乘法 序列 的 终点 ， 还 有 另 一 个 简单 但 悬而未决 的 问题 。 我 们 观 
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察 到 ， 在 1 和 10" 之 间 , 一 共有 nn 个 数 的 终点 是 1( 见 上 表 中 1 开头 的 
那 一 列 )。 这 是 因为 当 且 仅 当 这 个 整数 只 包含 1 时 ,整数 的 数字 乘积 为 1。 
也 就 是 说 ， 这 个 整数 必须 是 1、11、111、1111、11111， 等 等 。 在 1 和 
10" 之 间 ， 至 少 有 nn 个 数 的 终点 是 1 ( 且 只 花 一 步 就 能 达到 )。 


























3- 埃 尔 德 什 的 提出 的 变 体 





据 理 查 德 * 盖 人 很 所 说 ,匈牙利 数学 家 保罗 : 埃 尔 德 什 就 曾 提 出 过 一 个 乘法 
韧性 的 简单 有 趣 的 变 体 。 他 可 能 觉得 十 进 制 所 有 整数 的 乘法 韧性 最 大 为 11 的 猜 
想 太 人 简单 ( 然而 还 没 解决 )， 于 是 他 提出 ， 在 每 一 步 中 ， 我 们 只 计算 非 零 数字 的 
乘积 ， 比 如 说 4570 一 140 一 4。 

人 们 对 这 个 “ 换 尔 德 什 于 性 ”( 它 总 是 大 于 等 于 一 般 的 万 性 ) 的 了 解 更 加 肤 
浅 。 施 奈 德 发 现 了 如 下 的 整数 ， 其 埃 尔 德 什 万 性 大 于 11: 

(1) 整数 N= 50,705,164 5, Ja 8813 7 7) 的 埃 尔 德 什 韧性 是 12， 即 
55 555 555 555 555 557 777 777 777 777 — 14 784 089 722 747 802 734 375 一 
49 962 386 718 720 — 438 939 648 — 4 478 976 — 338 688 — 27 648 — 2688 一 
768 — 336 —^ 54 —> 20 —> 2; 

Q) 7 45 8 9,9 cu 的 埃 尔 德 什 蔬 性 是 13; 

(3)20(56(07 30)9 (68) 的 埃 尔 德 什 韧性 是 14。 

威 尔 弗 雷 德 . 怀特 赛 德 和 非 尔 . 卡 更 迪 的 发 现 一 卫 达 到 17: 

(4) 6657 as7) 8 69 os 的 埃 尔 德 什 万 性 是 15; 

(5) 3 (01)7 c54) 8 (82)9 G53) 的 埃 尔 德 什 著 性 是 16; 

(6) 3 (57 (27) 8 (622) 9 (399) 的 埃 尔 德 什 世 性 是 17。 

怎样 才能 确定 不 可 能 找到 更 高 的 纪录 ?7 同 理 ， 乍 样 才能 知道 是 否 能 够 达到 
某 个 最 大 信 ? 埃 尔 德 什 没 有 回答 ， 但 他 提出 了 下 面 的 猜想 : 对 于 任意 的 上 进 制 ， 
都 存在 一 个 常数 pb)， 它 就 是 5 进 制 下 整数 的 埃 尔 德 什 蔬 性 的 最 大 值 。 这 个 改 
动 后 的 猜想 比 原 来 的 更 困难 ， 而 且 人 们 不 确定 它 是 否 正 确 ， 因 为 时 至 今日 ， 即 
使 在 十 进 制 的 情况 下 ， 人 们 对 于 所 述 的 那个 不 可 逾越 的 最 大 值 似乎 还 一 点 想法 
都 没有 1! 
































© 即 埃 尔 德 什 . 帕 尔 (Erdós P 纪 )， 匈 牙 利 人 名 习惯 是 姓 在 前 名 字 在 后 ， 与 大 部 分 西 
方 国家 相反 。 而 在 类 文 文献 中 ， 其 姓名 通常 写成 Paul Erd5s， 翻 译 为 保罗 埃 尔 德 
什 。 一 一 译 者 注 
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B 终点 与 于 一 数 


要 证 明 在 1 和 10” 之 间 恰 好 存在 n 个 整数 的 终点 是 1， 只 需要 证 明 
形 如 1111...1 的 整数 (它们 也 叫 作 芭 一 数 ) 除了 2、3、5、7 以 外 至 少 还 
有 一 个 泰 因子 。 这 是 因为 如 果 炙 一 数 A 只 有 2、3、5、7 作为 素 因 子 ， 
那么 存在 另 一 个 数 B CELA WREE RATER )， 本 和 号 不 是 车 一 数 ， 
但 其 数字 乘积 是 蔡 一 数 , 因此 它 的 终点 是 1。 这 样 的 话 , 对 于 足够 大 的 nn， 
在 1 和 10" 之 间 就 一 定 会 有 超过 nn 个 整数 的 终点 是 1。 
人 们 对 双 一 数 的 研究 很 深入 ， 为 此 其 至 建 有 专门 的 网 站 。 所 有 被 完 
全 分 解 的 有 登 一 数 都 有 一 个 大 于 9 BUR SI^ C 见 stdkmd.net/nrr/repunit/ )。 
2013 年 ， 我 从 伊 夫 ' 赛 了 里 那里 上 听 来 了 一 个 巧妙 的 证 明 ， 可 以 得 出 所 
有 超过 两 位 数 的 登 一 数 都 拥有 一 个 大 于 9 的 又 因子 。 从 中 可 以 推出 ， 上 
面 表 格 中 1 开头 的 那 一 列 就 是 数列 1, 2, 3,…,n， 直 到 无 穷 。 
在 终点 表格 中 ， 德 科 米 泰 注意 到 了 夯 外 3 列 。 
口 3 开头 的 一 列 和 7 开头 的 一 列 包 含 了 相同 的 数字 ， 它 们 是 形 如 
n(n- 1)2 的 三 角形 数 ， 能 在 则 斯 卡 三 角形 的 第 三 列 中 找到 : 1,3, 
6, 10, 15,21, = 

口 9 开头 的 一 列 包 含 了 由 斯 卡 三 角形 的 第 四 列 中 形 如 n(n — 1n- 2V6 
的 数 : 1,4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, = 

跟 1 开头 的 一 列 一 样 ， 证 明 在 这 些 列 中 的 数 至 少 是 这 些 值 很 容易 ， 
但 也 很 有 可 能 在 之 后 偏离 。 这 取决 于 一 些 有 关 整 数 如 何 分 解 为 系数 的 可 
能 很 困难 的 猜想 。 

数学 家 有 时 就 像 故 事 里 在 路 灯 下 找 钥 是 的 那个 醉 汉 。 人 们 问 他 : 
“你 确定 钥匙 丢 在 了 路 灯 下 面 吗 ”” 他 答 道 :“ 不 知道 ， 但 是 这 里 比 
M. 

数学 家 还 没 能 成 功 解决 十 进 制 下 乘法 万 性 的 基础 问题 〈 最 大 值 是 不 
是 11 ? ), 于 是 他 们 也 对 各 种 派生 的 问题 感 兴趣 ， 其 中 有 些 问题 被 解决 了 ， 
正 是 因为 它们 就 在 路 灯 下 。 
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m 其 他 进 制 中 的 情况 


第 一 个 派生 问题 的 想法 就 是 考虑 不 同 的 进 制 。 在 二 进 制 中 ， 乘 法 韧 
性 的 问题 特别 简单 。 整 数 的 二 进 制 表示 只 包含 1 和 0。 如 果 整 数 包含 0， 
那么 它 在 二 进 制 中 的 乘法 万 性 就 是 1 (而 终点 就 是 0 )、 如 果 整 数 不 包 含 0， 
也 就 是 说 它 只 由 1 组 成 ， 那 么 它 在 二 进 制 下 的 乘法 韧性 也 是 1 ( 而 终点 
就 是 1 )。 所 以 ， 在 二 进 制 中 没有 未 知 : 0 和 1 的 乘法 万 性 是 0， 其 他 整 
ZU BU PESE 1. 

三 进 制 的 情况 就 有 趣 起 来 了 。 上 整数 的 三 进 制 表示 由 数 子 0、1、2 组 
成 。 如 果 它 包含 0, 那 么 韧性 就 是 1, 终 点 就 是 0。 人 否则 ,数字 1 并 不 重要 ， 
数字 的 乘积 就 是 2 的 乘 方 。 

而 事实 上 ， 在 三 进 制 下 ,， 除 了 2 、2” 2 、2” 和 2 ”以 外 ，2 的 所 有 
乘 方 似乎 部 包含 会 让 乘法 序列 终止 的 0。 

对 三 进 制 下 2 的 乘 方 的 检验 已 经 达到 了 2””， 除 了 之 前 提 到 的 5 
个 数 以 外 ， 它 们 无 一 例外 都 包含 1 个 0。 

这 并 不 是 证 明 ， 而 可 惜 的 是 ,“ 从 2° 开始 ， 所 有 2 的 乘 方 的 三 进 制 
表示 至 少 包 含 1 个 0” 这 个 猜想 似乎 很 困难 。 

真 可 惜 ， 因 为 如 有 果 我 们 承认 这 个 狂想， 那么 三 进 制 下 的 韧性 问题 就 
解决 了 。 

(1) 如 果 V 包 含 0， 那 么 它 在 三 进 制 下 的 乘法 韧性 就 是 1。 

(2) WR N 只 包含 1， 那么 它 在 三 进 制 下 的 乘法 韧性 就 是 1。 

(3) 如 果 NN 等 于 2、2"、2、2 或 者 2 ， 下 面 的 计算 给 出 了 它们 的 
HE p (C 下 标 表 示 进 制 洲 

2-5. pes 

22212,52, p=1; 

2:222, 1l 1, p=2; 

27/2121,—2, p=1; 

2^2221 122221, 1012, 0, p=2 

(4) dn E N Hif 1402, m 2HJ4 XU 1, 2. 3, 4 Xd 15 个 ， 
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那么 我 们 在 一 步 之 后 就 得 到 了 (3) 中 的 情况 。 根 据 情 况 不 同 ， 对 应 的 看 
性 是 1、2、3、2、3。 比 如 说 1 121 122, 22; 一 11; 一 1。 

(5) 如 果 N 只 包含 1 和 2, 而 2 的 个 数 不 是 1、2、3、4 或 者 15 的 话 ， 
那么 (假定 有 关 2 的 乘 方 的 猜想 正确 ) 它 的 韧性 就 是 2， 因 为 N 的 下 一 
步 会 得 出 包含 0 的 整数 ， 再 下 一 步 就 会 得 到 0。 

所 以 ， 三 进 制 中 的 乘法 万 性 最 大 值 就 是 3， 而 拥有 这 个 厢 性 的 最 小 
整数 就 是 26o=2 x 3 +2 x 3+2, 在 三 进 制 中 的 乘法 序列 是 26 = 222, 
= 

我 们 已 经 知道 其 他 进 制 下 的 一 些 性 质 ， 但 都 不 足以 解 开 最 大 韧性 的 


问题 。 











B 可 变 进 位 制 





在 可 变 进位 制 的 范畴 中 ,有些 情况 中 的 乘法 万 性 问题 已 被 完全 解决 : 
终于 找到 了 合适 的 路 灯 ! 在 十 进 制 中 ，322 201 这 串 数 字 表 示 的 整数 是 : 
3x10°+2x10f+2x10+2x10+0x10+1 


dE n] REM] B = (bi, 5,,…, b, …) P, 322 201 代表 的 整数 则 是 
39D. x DUX DUX D xD t 2xbh xb xb: Xbt 2*xD xD xb t IZxb xb t 
0xDi+1l。 


如 果 每 个 b 都 大 于 等 于 2， 那 么 所 有 整数 在 进位 制 B 中 都 至 少 有 一 
种 表示 。 此 外 ， 如 果 我 们 要 求 从 右 往 左 第 i 位 数 必 须 比 b; 要 小 ， 那 么 整 
数 在 进位 制 B 中 的 表示 就 是 唯一 的 。 因 此 ， 我们 要 求 进位 制 B 中 的 整数 
表示 满足 这 个 条 件 。 

可 变 进 位 制 是 一 般 进 位 制 的 自然 推广 ， 特 别 是 可 以 用 来 简单 地 表示 有 
差异 的 度量 衡 ， 1 埃 居 =3 里 弗 尔 ，1 里 弗 尔 =20 苏 ，1 苏 =12 第 纳 尔 2 

所 谓 的 “阶乘 进位 制 ” 备 受 数学 家 青睐 ,其 中 我 们 取 b= itl KE, 
在 阶乘 进位 制 中 ，322 201; OAE FER F 意 即 阶乘 进位 制 ) 表示 的 整数 


LAE: 

















CD 埃 居 、 里 弗 尔 、 苏 和 第 纳 尔 都 是 法 国 在 中 世纪 使 用 的 货币 名 称 。 一 一 译 者 注 


TIO 5 第 二 部 分 迷人 的 谜 题 


36 25] 34-2x4 |l -d42*x«31 «0x21 41 
= 3x 720-2x 120-2 x24 -*2x6-0x2-1 
= 2461; 


MR. TEXetQumB. WE XUTHLEUJEox: 要 计算 整数 
NN 在 乘法 序列 中 的 下 一 项 ， 我 们 将 其 阶乘 进位 制 表示 中 的 数字 相 乘 ， 然 
后 用 阶乘 进位 制 表 示 绪 果 。 将 有 关 韦 性 的 猜想 推广 到 阶乘 进位 制 ， 就 是 
最 大 的 韧性 PFmaxo 

戴 蒙 德 和 丹尼尔 .里 德 由 斯 证 明了 ， 这 个 猜想 在 阶乘 进位 制 中 是 错 
误 的 。 他 们 用 到 的 方法 对 于 “ 挨 尔 德 什 万 性 ”( 只 将 非 零 数 字 相 乘 ) 也 
和 通用， 在 阶乘 进位 制 中 ， 关 于 这 种 韧性 的 答案 也 是 否定 的 。 

下 面 讲 一 下 载 蒙 德 和 里 德 由 斯 的 证 明 。 在 十 进 制 中 ， 我 们 可 以 使 
用 0, 1, …, 9 这 些 数 字 。 在 阶乘 进位 制 中 ， 从 右 到 左 第 nn 位 可 以 使 用 从 
0 到 的 整数 。( 最 右边 那 一 位 可 以 是 0 或 者 1， 它 前 面 的 一 位 可 以 是 0、 
| 或 者 2， 等 等 。) 

从 这 一 点 出 发 ， 我 们 知道 所 有 整数 NN 都 可 以 由 另 一 个 整数 M 得 出 
(也 就 是 说 M 在 阶乘 进位 制 表示 中 数字 的 乘积 是 W)， 而 这 个 整数 M 不 
包含 任何 0。 这 个 数 就 是 M= N11…1:， 它 有 N 一 1 个 1， 的 确 是 阶乘 进 
位 制 中 的 有 效 表 示 ， 因 为 它 从 右 到 左 的 第 NN 位 数字 在 0 和 NN 之 间 。 如 
果 所 有 整数 都 能 从 男 一 个 整数 得 出 ， 那 么 阶乘 进位 制 中 的 韧性 就 不 可 能 
ARAK: 我 们 从 A = 11 = 3 开始 ( 它 的 万 性 是 1 )， 然 后 观察 它 的 
前 一 项 A, = 311:， 青 观察 A, 的 前 一 项 A;， 以 此 类 推 。 根 据 定 义 ， 整 数 
As 的 蔬 性 就 是 N。 蔬 性 并 没有 最 大 值 。 

实际 上 ， 上 面 讲 到 的 方法 适用 于 任何 b; 没 有 最 大 值 的 可 变 进 位 制 。 
这 引出 了 最 后 这 个 全 新 的 猜想 ( 比 其 他 猜想 更 难 )， 这 个 猜想 也 是 我 在 
这 里 第 一 次 提出 的 : 

对 于 所 有 b; 小 于 某 个 常数 的 可 变 进 位 制 ， 其 中 的 乘法 韧性 OB 
定义 或 者 埃 尔 德 什 的 定义 ) 也 有 上 限 。 

这 次 我 们 就 不 太 可 能 还 在 路 灯 下 了 ! 
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折纸 的 数学 


折纸 这 门 艺术 可 追溯 到 多 个 世纪 以 前 ， 但 对 它 的 数学 研究 还 是 近来 
的 事 ， 其 中 揭示 了 它 与 代数 、 数 论 和 算法 的 直接 联系 。 

折纸 是 一 门将 纸 折 著 成 立体 图 形 的 艺术 ， 既 可 以 是 几何 形体 ， 比 如 
盒子 或 者 多 面体 ， 也 可 以 是 形象 ， 比 如 动物 、 花 杀 、 人 物 ， 等 等 。 在 单 
纯 的 折纸 游戏 中 , 我 们 从 一 张 正方 形 的 纸 出 发 , 途中 只 能 治 着 直线 折 和 三 ， 
不 能 用 剪刀 前 开 。 在 形式 更 复杂 的 折纸 艺术 中 ， 我 们 可 以 用 几 张 纸 构建 
单个 形体 ( 组 合式 折纸 )， 也 可 以 裁剪 、 黏 合 或 是 为 了 固定 形态 而 将 纸 
张 打 湿 ， 其 至 利用 工具 绘 出 圆 缴 折 赦 线 。 

折纸 是 一 门将 正方 形 纸 折 硬 起 来 的 艺术 ， 既 不 需 前 开 也 不 需 黏合 。 
有 说 法 称 , 这 门 艺术 在 17 世纪 起 源 于 日 本 , 并 在 19 世纪 流行 到 全 世界 。 
我 们 很 难 考究 它 最 早 的 历史 ， 因 为 保存 下 来 的 文献 甚 少 ， 但 可 以 肯定 的 
是 ,在 这 项 美妙 的 创造 性 消遣 流行 到 全 世界 之 前 ， 早 已 出 现在 中 国 、 意 
大 利 、 德 国 和 西班牙 。 

对 折纸 的 数学 人 研究 始 于 1907 年 ， 在 近 30 年 取得 了 长 足 进 展 ， 揭 示 
了 其 中 丰 军 的 内 容 。 在 确定 哪些 数 “ 能 用 折纸 构造 ”方面 ， 人 们 已 取得 
了 一 些 显著 的 成 果 。 这 些 数 跟 所 谓 的 “ 尺 规 数 ” 很 相似 ， 而 在 19 世纪 
对 尺 规 数 的 研究 解决 了 化 圆 为 方 的 问题 ( 答案 是 否定 的 )、 从 1989 EF 
始 ， 就 有 一 个 国际 会 议 专 门 研讨 折纸 中 的 数学 以 及 它 在 教学 中 的 应 用 ， 
2018 年 9 月 ， 第 七 届 会 议 在 英国 牛津 举行 。 

我 们 在 下 面 要 介绍 的 几 个 定理 ， 都 是 折纸 这 个 不 断 扩 张 的 领域 的 基 
础 ， 而 折纸 似乎 也 应 该 在 生物 学 ( 其 中 蛋白质 的 折 车 是 个 核心 问题 ) 和 
新 技术 领域 中 发 挥 作用 ， 其 中 可 能 用 显微镜 才 可 观测 到 的 可 重组 结构 ， 
fia e dA E] CUR ACHETER SUERTE o 















































a 折 痕 展开 图 
我 们 先 关 注 纯 粹 折纸 ， 即 从 一 张 正方 形 纸 开始 ， 沿 着 直线 打 春 ， 最 
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终 得 到 平整 的 构 型 。 在 法 国 ， 最 著名 的 纯粹 扩 纸 就 是 纸 母 鸡 ， 而 在 日 本 
则 是 态 一 种 马 类 ， 也 就 是 更 优美 也 更 难 折 的 纸箱 。 

我 们 拿 一 张 纸 来 折纸 母 鸡 ( 见 框 1 )。 在 折 好 之 后 ， 将 纸 重新 展开 ， 
观察 这 张 纸 上 留 下 的 折合 并 迹 (在 最 终 构 型 之 中 真正 用 到 的 那些 汇 迹 ), 
用 红色 和 蓝 色 将 它们 画 出 来 , 将 “ 山 折 ”(〈 回 上 吓 起 ) 涂 成 红色 ,“ 合 折 ” 
(向 下 四 进 ) 涂 成 蓝 色 。 如 此 一 来 ， 我 们 束 得 到 了 这 个 折纸 的 “ 折 猴 展 
开 图 ”。 不 要 以 为 ,任何 由 蓝 色 和 红色 的 直线 段 组 成 的 图 都 是 可 行 的 折 
JE T Y 


所 有 折纸 的 打 猴 展开 图 都 于 循 由 两 个 主要 定理 给 出 的 规则 ， 这 些 规 
则 可 以 让 我 们 发 现 折 狗 展 开 图 中 可 能 出 现 的 错误 。 


第 一 个 定理 告诉 我 们 ， 在 纸 上 红 色 折 狠 与 蓝 色 折 痕 相 交 的 结 点 处 ， 
红色 折 痕 的 数目 R 和 蓝 色 折 痕 的 数目 如 满 足 R=B+2 或 者 R=B-2。 


这 个 定理 是 1989 年 由 法 国人 雅克 ' 朱 斯 坦 发 现 的 ， 后 来 又 被 日 本 
人 前 川 淳 再 次 发 现 ， 这 个 定理 本 应 以 这 个 法 国人 的 名 字 命 名 ， 但 今天 所 
有 人 都 称 这 个 引 人 注 目的 性 质 为 “前 川 定理 ”。 这 个 人 简单 规则 的 证 明 也 
非常 简单 ,但 人 们 却 花 了 这 人 么 长 时 间 才 认识 到 它 , 这 难道 不 令 人 震惊 吗 ? 
这 个 规则 在 绘制 正确 的 折 痕 展开 图 时 有 着 切实 的 用 处 。 





























1 .组 量 鸡 、 折 疹 展 开 图 和 有 关 折 纸 的 定理 


图 a 展示 了 如 何 折 出 母 鸡 。 在 得 到 鸡 的 形状 之 后 ， 我 们 将 纸 重 新 展开 ， 仔 
细 观 察 折 痕 ， 也 就 是 图 b。 这 些 折 雏 有 3 种 : 

口红 色 的 山 折 ， 也 就 是 折 好 的 纸 母 鸡 上 ， 像 山 珍 那样 突起 的 线 ; 

O 蓝 色 的 谷 折 , 与 山 折 相反 , 也 就 是 在 最 终 形态 下 , 像 山谷 那样 目下 去 的 线 ; 

口 灰 色 的 其 他 折 痕 ， 它 们 只 在 折 登 的 时 候 用 到 ， 但 在 折 好 之 后 ， 其 最 终 形 














态 恢 复 成 平 的 。 
我 们 感 兴趣 的 折 痕 展开 图 只 包含 最 终 留 下 的 打 琶 (不 包括 展 平 的 打 雏 ) E 
们 的 特殊 数学 性 质 如 下 。 


性 质 1 纸 上 由 山 折 和 舍 折 隔 开 的 区 域 (在 图 c 中 以 黄色 和 绿色 表示 ) 可 
以 染 成 两 种 颜色 ， 使 得 相 邻 的 区 域 颜 色 不 同 。 
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性 质 2 在 由 红色 和 蓝 色 的 折 痕 组 成 的 图 上 ， 纸 上 的 所 有 结 点 都 满足 前 川 
定理 : 汇聚 在 结 点 处 的 折 痕 ， 要 人 么 红色 的 比 蓝 色 的 多 2 条 ,要 么 蓝 色 的 比 红色 
的 多 2 条。 在 这 里 ， 纸 中 间 有 4 个 结 点 ， 要 么 联结 了 4 条 红色 折 猴 和 2 条 蓝 
折 痕 〈 左 上 角 )， 要 么 联络 了 3 条 蓝 色 折 痕 和 1 RAER HABS )。 因 此 ， 
联结 某 个 内 部 顶点 的 折 痕 数 是 偶数 ， 这 也 能 推出 性 质 1。 

性 质 3 ”围绕 着 某 个 内 部 结 点 的 打 痕 〈 折 痕 数 为 偶数 ), 它 们 之 间 的 夹 角 (a， 
darsa) WEE: a,— a, d3—- a4 ~ a3,7 0 

HX a +a, + a+ a++ a= 360°， 所 以 编号 为 侦 数 的 角 之 和 与 编号 为 
奇数 的 角 之 和 都 是 180"。 对 于 纸 母 鸡 来 说 ,在 4 条 红色 折 痕 和 2 条 蓝 色 折 痕 
汇聚 的 结 点 处 ， 角 度 分 别 是 ww=90"、w=90"。、d=43"、a=43"、a5=45"、 
a= 45°, 而 我 们 有 aı— d+ a;— a4+ a5— a= 0, a+ d5td4t a, t ast ag—- 360°, 
a; + a, + a;= a, + a+ a= 180°., 

如 果 折 痕 展 开 图 不 满足 这 3 个 性 质 ， 那 么 它 就 不 可 能 折 起 来 ， 但 满足 这 些 
性 质 的 折 痕 展开 图 也 不 一 定 能 根据 折 痕 〈 而 且 不 包括 其 他 折 痕 ) 折 起 来 。 这 是 
因为 在 折 闭 的 过 程 中 ， 有 时候 会 碰 到 要 让 纸 穿 过 自 喘 的 状况 。 图 d 就 描述 了 这 
样 的 情况 : 它 满足 了 这 3 种 性 质 ， 但 把 它 平 整地 折 起 来 却 是 不 可 能 的 。 请 读者 
HGA Fe 

PERRA BRF RENERT, ER A AR AAE a,— a, + 
a- a+ 一 ar=0。 换 句 话 说， 如 有 果 满 足 这 个 条 件 ， 那 么 就 存在 一 种 方法 来 选 
择 这 个 结 点 的 折 痕 是 山 折 还 是 谷 折 ， 得 出 平整 的 折 麦 。 于 是 我 们 可 以 这 样 问 : 
给 定 一 个 折 痕 图 (没有 标明 山 折 还 是 谷 折 )， 其 中 每 个 结 点 都 满足 川崎 定理 的 条 
件 〈 也 就 是 说 每 个 结 点 在 局 部 都 能 平整 折 和 三 )， 那 么 能 根据 整个 折 痕 图 将 纸 整 体 
平整 折 著 起 来 吗 ? 答案 是 否定 的 。 图 e 给 出 了 这 样 的 反例 (这 是 托马斯 ， 赫 尔 
在 1994 年 提出 的 ), 其 中 的 折 痕 在 局 部 都 能 平整 折 县 ,但 在 全 局 看 来 却 互 不 相 容 。 

对 于 一 幅 纸 上 的 折 银 图 ， 要 知道 是 否 可 以 选择 折 痕 是 山 折 还 是 谷 折 来 满足 
之 前 的 三 个 条 件 ， 这 个 问题 在 算法 上 不 难 。 马 软 尔 . 伯 恩 和 巴里 海 斯 写 出 了 
一 个 能 在 线性 时 间 内 运行 的 算法 〈 即 运行 时 间 是 图 中 折 猴 数 的 线性 吨 数 )， 如 果 
这 样 的 选择 存在 的 话 ， 那 么 就 给 出 一 种 选择 ， 否 则 得 出 不 存在 的 结论 。 因 为 找 
到 这 样 的 选择 并 不 能 保证 能 够 将 纸 折 革 起 来 ， 我 们 不 禁 要 问 : 给 定 一 个 正确 的 
折 痕 选择 〈 满 足 3 个 性 质 )， 我 们 能 和 否 迅速 得 知 ， 根 据 对 应 的 折 痕 能 和 否 平整 地 将 
纸 整 体 折 车 起 来 ? 这 次 的 答案 是 否定 的 ， 因 为 问题 本 身 是 NP 完全 的 : 我 们 不 
知道 任何 能 够 在 多 项 式 时 间 内 解决 这 个 问题 的 算法 。 几 ff 中 的 折 痕 展开 图 
线 是 山 折 ， 蓝 色 虚 线 是 谷 折 ) 来 自 折 纸 大 师 罗 伯 特 . 兰 ， 纸 中 每 个 结 点 都 满足 
前 面 的 3 个 性 质 。 
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o (1) 将 正方 形 纸 的 4 个 角 折 到 中 心 ，(2) 将 其 中 1 个 角 折 到 背面 ，(3) 再 将 4 个 角 折 
到 中 心 ，(4) 将 折 好 的 纸 翻 过 来 ，(5) 将 C 点 的 角 推 出 来 并 将 A 点 和 B 点 折 起 来 。 
(6) 将 D 点 处 展开 ， 然后 将 中 心 的 角 拉 出 来 当 作 尾巴 。(7) 将 下 点 对 称 的 2 个 角 拉 
出 来 ，(8) 折 到 下 面 当 作 脚 。 





ZkHr1B- EREH 73355 2: TE 


用 一 张 纸 〈 假 设 是 平整 的 ) GER REPDIRCNUUTIR AC EUER RIULTITIXR, ETE - 
朱 斯 坦 、 腺 田 文章 和 羽 鸟 公 士 即 的 7 个 公理 可 以 描述 该 构造 方法 。 

公理 1: 给 定 两 个 点 p 和 疡 ， 有 且 仅 有 一 条 折 痕 同时 通过 它们 。 

公理 2: 给 定 两 个 点 p, 和 p,， 有 且 仪 有 一 种 折 闭 方法 能 将 pi ITE p; Eo 

公理 3: 给 定 两 条 直线 d, 和 qd,， 存 在 一 种 折 邯 方法 能 将 d, HÆR d, Eo 

公理 4: 给 定 一 个 点 p 和 一 条 直线 4， 有 和 且 仪 有 一 种 垂直 于 d IPTE, 
它 的 折 痕 会 通过 点 po 

公理 5: 给 定 两 个 点 pi Mp 以 及 直线 4， 存 在 一 种 折 革 方法 可 以 将 pi 折 到 
d E, 而 且 折 痕 通 过 P2o 

4386: 给 定 两 个 点 p, Mp, URMAREA ad Mad, FEHER 
将 pi 折 到 44, 上， 同时 将 p, 折 到 d; 上。 
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公理 7: 给 定点 p 和 两 条 和 直线 d, 和 d, FEHEM E n] VUE p r$ d, 
上 ， 而 且 折 痕 与 a 垂直 。 

这 些 公 理 每 次 都 只 考虑 1 次 折 钱 。 也 有 人 研究 同时 多 次 折 闭 的 可 能 性 ， 并 
证 明了 这 可 以 扩充 操作 的 可 能 性 。 

假设 一 开始 有 2 个 点 ， 它 们 相隔 1 个 单位 ， 然 后 我 们 考虑 通过 重复 折 车 纸 
张 得 到 的 所 有 点 ， 也 就 是 应 用 公理 1 至 7 提 到 的 折 闭 ， 而 这 些 点 的 坐标 就 组 成 
了 折纸 数 的 集合 ， 我 们 将 这 个 集合 记 作 OR。 这 个 定义 类 似 于 尺 规 数 集合 ， 也 就 
是 从 2 个 相距 1 个 单位 的 点 开始 能 用 直 尺 和 圆规 构造 出 来 的 数 。 我 们 将 尺 规 数 

合 记 作 RC。 

给 定 在 平面 上 的 一 个 圆 ， 我 们 能 用 直 尺 和 圆规 画 出 一 个 面积 与 圆 相等 的 正 
方形 吗 ? 这 个 问题 又 叫 化 圆 为 方 问题 ， 相 当 于 确定 圆周 率 是否 在 集合 RC 之 
中 。 通 过 费迪南德 . 3 ' 林 德 曼 的 工作 ， 人 们 自从 1882 年 就 知道 了 答 肥 是 否定 
HJ: 任何 尺 规 作 图 都 不 可 能 从 相距 1 个 单位 的 2 个 点 开始 ， 作 出 相距 x 个 单位 
的 2 个 点 。 尺 规 作 图 的 理论 也 证 明了 2 的 立方 根 不 在 集合 RC 中 ， 还 有 尺 规 作 
图 不 能 三 等 分 任意 角 。 

集合 OR 比 RC 大 一 些 。 圆 周 率 x 仍然 不 在 OR 中 ， 所 以 折纸 也 不 可 能 解决 
化 圆 为 方 问 题 , 但 2 的 立方 根 却 在 OR 中 。 上 古老 的 倍 立方 问题 虽然 不 能 用 尺 规 
作 图 解决 ,但 可 以 用 折纸 解决 。 我 们 通过 折纸 也 能 三 等 分 任意 角 ( 见 框 3 )。 















































P, Pa 
P, Pai : d, 
UAE p i 
js : 
| 由 
: 公理 7 
d_ | 
公理 4 





HE 1 展示 了 这 个 定理 以 及 其 他 纯粹 折纸 的 折 妆 展开 图 的 性 质 。 那 里 
也 解释 了 ,满足 两 个 主要 定理 的 折 兰 图 吓人 否 真 的 能 平整 地 折合 起 来 ， 这 
是 一 个 NP 完全 问题 〈 也 就 是 说 ， 在 算法 上 很 难 解决 ) 
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当 我 们 折 肢 时 ， 比 如 将 纸 上 的 一 道 折 痕 折 到 另 一 道上 面 的 时 候 ， 这 
就 相当 于 在 纸 上 进 行 了 一 次 几何 作 图 。 只 要 将 纸 展 平 ， 就 能 看 到 折 炬 的 
集合 。 我 们 假定 这 些 折合 而 成 的 几何 作 图 有 者 完 关 的 精度 (ERHI 
细 ， 折 猴 是 完美 的 百 线 ， 对 齐 也 完全 精确 ， 等 等 )， 它 们 跟 古 希腊 人 的 
KAERRA, 而 下 规 作 图 也 让 十 希腊 人 提出 了 千 名 的 化 加 为 方 问题 .: 
用 和 直 太 和 圆规 作出 圆周 率 x ( 见 框 2)。 人 们 通 第 认为 ， 阿 那 元 院 戈 拉 于 
约 公元 前 430 年 提出 了 这 个 问题 。 

















B7 种 折 对 构成 的 公理 


折纸 数学 家 经 党 琢磨 ， 比 起 希腊 人 的 不 规 作 图 ， 折 纸 能 提供 的 几何 
作 图 种 类 更 多 了 ， 更 少 了 ， 还 是 完全 一 致 ? 我们 有 一 个 精确 的 答案 ， 而 
HEPARA RY, 

ECL LL ETER, JPEERRUH2S, 24—XH 
Hh 1 RIRI, RATA 7 种 可 能 的 折合 操 作 ， 也 就 是 说 ， 从 纸 上 已 有 
HU E AH. A T 种 进行 新 的 折合 的 方法 。 这 7 种 基本 操作 定 
义 了 折纸 的 7 条 基础 公理 ， 即 所 谓 的 “ 末 斯 坦 - 滕 田 一 羽 马 公理 ”。 

如 于 我 们 必须 只 应 用 前 4 条 公理 的 话 , 那 指 的 就 是 毕 达 哥 拉 斯 折纸 ， 
这 样 得 到 的 儿 何 作 图 能 力 跟 百 扩 和 画 规 〈 两 脚 都 是 针尖 ， 只 能 转移 距离 
但 不 能 画 圆 的 圆规 ) 的 作 图 能 力 相同 。 

这 种 作 图 能 力 定 义 了 “ 毕 达 哥 拉 斯 数 ”, 就 是 能 通过 前 4 条 公理 (或 
者 和 上 矿 和 画 规 ) 作出 所 有 扣 的 坐标 。 

从 代数 方面 来 看 ， 毕 达 哥 拉 斯 数 束 是 从 整数 出 发 ， 通过 任意 多 次 的 
连续 加 减 乘除 运算 ， 以 及 给 定 gc 和 4b 计算 a + 六 的 平方 根 ， 能 得 到 的 所 
有 数 。 因 此 ，V2 是 一 个 毕 达 哥 拉 斯 数 ， 因 为 2= 1 + 1"， 同样， 下 面 的 


数 也 是 毕 达 哥 拉 斯 数 : 



































G(R 
BT) 


圆周 率 并 和 2 B SE T TRAITER GS REDE 
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利用 前 4 条 折纸 公理 得 到 的 作 图 能 力 比 尺 规 作 图 弱 。 要 得 到 相同 的 
作 图 能 力 ( 不 多 也 不 少 )， 我 们 需要 增加 公理 5 定义 的 第 5 种 折合 方法 。 


m 折纸 构造 的 欧 几 里 得 数 
用 这 种 方式 得 到 的 数 又 叫 欧 几 里 得 数 ， 也 就 是 那些 可 以 通过 对 整数 
加 减 乘除 和 开平 方 根 得 到 的 数 。 比 如 ， 下 面 这 个 数 就 是 欧 几 里 得 数 


VV2/(4+V11) 
42 4 2421 





411i RIDE PADS] SS 区 不 是 欧 几 里 得 效 ， 这 正 是 化 圆 为 方 问题 在 只 用 大 
规 作 图 的 条 件 下 无 解 的 原因 。 





芳 贺 和 夫 的 定理 指出 了 一 种 用 折纸 A。  、 ， , 
快速 构造 所 有 有 理 数 ( 两 个 整数 之 比 ) ”站 


HIT e 

我 们 的 起 点 是 一 张 边 长 为 1 的 正方 
形 纸 (图 I)， 上 边沿 有 一 点 P. 

x^ ji P Zi ZB ELE IS BIB. 
我 们 将 左下 角 折 到 P 上 。 令 x=AP， 容 
易 证 得 y= BQ = 2x/(1 + x)。 如 果 取 x = 
1/2， 那 么 就 会 得 到 ”= 2/3， 从 中 可 以 得 
到 QC = 1/3。 用 这 个 过 程 ， 我 们 可 以 逐 
步 得 到 所 有 分 数 。 下 面 的 表格 可 以 帮 你 
做 到 这 一 点 。 

2 的 立方 根 

彼得 梅 琶 的 折纸 法 能 “计算 ”(〈 用 下 尺 和 圆规 得 不 到 的 ) 2 的 立方 根 。 

我 们 使 点 P (正方 形 纸 的 左下 角 ) 在 上 边沿 上 滑动 (图 开 )， 首 先 将 它 放 在 
左上 角 ， 然 后 沿 着 边 问 右 直线 滑动 ， 直 到 点 Q (下 边沿 左边 1/3 处 ) 碰 到 离 左 
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边沿 2/3 的 竖 直 直线 。 当 碰 到 的 时 候 ， 我 们 就 得 到 了 P HRAMA, m PB/PA 





就 等 于 2 的 立方 根 。 
三 等 分 角 
接 下 来 要 说 的 就 是 用 折纸 构造 三 等 分 角 CAB， 这 是 阿部 恒 得 出 的 结果 Cu 














图 II )。 我 们 先 折 出 两 条 水 平 折 痕 

pp' 和 QO 使 得 QQ' 处 于 PP' 和 AP BQ | QC | AR| Pa | 
正方 形 纸 下 边沿 的 正中 间 。 然 后 (ox | 2x/(12) | O/H) | 1:22 | AHA) 
VH aA: ue 2 5/6 
nE paag B| | w [w 

将 A 折 到 折 痕 QQ' 上 。 角 AAB [一 一 P 一 


就 是 角 CAB 的 13 ( 因为 角 PAQ, 
角 QAA' 和 角 A'AB 相等 )。 


所 以 ， 用 前 5 种 折 革 方法 也 无 法 得 到 圆周 紊 x， 即 使 用 上 所 有 7 种 
方法 也 没有 办 法 。2 的 立方 根 同样 不 是 欧 几 里 得 数 ， 这 就 是 古老 的 倍 立 
方 问题 〈 给 定 一 个 立方 体 ， 用 直 矿 和 圆规 构造 一 个 体积 是 之 前 2 倍 的 立 
方 体 ) 无 解 的 原因 。 

前 5 个 折纸 公理 给 出 了 与 二 尺 和 圆规 一 样 的 作 图 能 力 ， 再 加 上 公理 
6 和 公理 7 能 不 能 超越 矿 规 作 图 能 力 ? 答案 是 肯定 的 。 折 纸 数 的 集合 
(用 上 7 BREST BS DERE ) 比 欧 几 里 得 数 的 集合 要 大 。 

在 数学 家 看 来 ， 这 个 数 集 可 以 从 整数 开始 ， 通 过 加 减 乘除 、 开 平方 
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和 开 立 方 得 到 。 下 面 这 个 例子 ， 就 是 能 用 折纸 构造 却 不 能 用 信 规 作 图 构 
造 的 数 : 


Du] 


IRINA - 42) 

这 一 次 ， 倍 立方 问题 和 三 等 分 角 的 问题 就 可 以 解决 了 ， 如 果 只 用 前 
5 个 公理 ， 那 么 这 些 问 题 都 无 法 解决 ， 用 尺 规 作 图 也 不 行 。 对 公理 7 的 
人 研究 表明 它 不 是 必要 的 , 因为 其 中 的 作 图 方法 用 前 6 个 公理 也 可 以 得 到 。 
这 些 折纸 数 包 括 所 有 一 元 一 次 、 二 次 、 三 次 、 四 次 方程 的 解 。 

人 们 给 出 了 各 种 便利 的 方法 来 用 折纸 解 出 任意 的 三 次 方程 。 如 果 和 希 
腊 的 几何 学 家 能 使 用 直 尺 和 圆规 ， 还 能 精确 画 出 各 种 圆锥 曲线 ( IST 
抛物 线 、 双 曲线 ) 的 话 ， 那 么 他 们 得 到 的 就 恰好 是 折纸 的 作 图 能 

即使 有 了 7 种 折 对 方 法 ， 我们 仍然 不 能 化 圆 为 方 ， 而 且 也 无 法 得 到 
许多 代数 数 ( 系数 是 整数 的 多 项 式 方程 的 根 )， 比 如 2 的 五 次 方 根 。 

Wm, ANREISE. uU Ure RB: D 
某 个 构 型 ， 那 么 我 们 就 能 用 折纸 得 到 更 强大 的 作 图 能 力 ， 而 我 们 今天 仍 
然 不 知道 它 的 极限 在 哪里 。 























m 得 到 代数 数 的 多 重 折 去 


例如 ， 罗 但 特 : 兰 就 证 明了 不 能 依靠 折纸 的 7 条 基本 公理 五 等 分 任 
意 角 (将 给 定 的 角 等 分 成 5 份 ) 但 采用 一 次 双重 折 革 就 可 以 了 。 这 些 
新 折 苇 方法 的 研究 可 能 很 困难 ， 而 且 计 算 机 的 帮助 必 不 可 少 。 

代 助 计算 机 ， 罗 杰 ，: 阿尔 珀 林 和 罗 但 特 ， 兰 计算 出 双重 折 苇 需要 考 
虑 的 公理 一 共有 489 条 。 这 两 位 研究 者 确定 了 ,采用 (n 一 2) EHA A 
解 开 任意 的 整 系数 n 次 多 项 式 方程 。 这 就 说 明 ， 如 末 考 虑 最 一 般 的 多 重 
折合 ,那么 折纸 理论 上 的 作 图 能 力 能 给 出 所 有 代数 数 ， 这 是 之 前 人 们 未 
预想 到 的 。 
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B 一 思 况 定理 


著名 的 美国 魔术 师 哈 里 稚 迪 尼 曾 经 在 一 个 奢 术 中 将 一 张 纸 折 车 起 
来 ， 用 剪刀 前 了 一 下 ， 然 后 将 纸 展开 ， 就 得 到 了 一 个 完美 的 五 角 星 形状 
的 洞 。 做 到 这 一 点 需要 的 折 和 登 并 不 是 特别 复杂 ， 但 它 引 出 了 马丁 :加 德 
纳 于 20 多 年 前 在 文 草 中 提出 的 一 个 问题 ， 以 这 种 方法 一 一 先 折 铬 ， 然 
后 剪 一 思 一 一 能 得 到 什么 样 的 形状 ?答案 令 人 吃惊 : 所 有 由 直线 构成 的 
图 案 都 可 以 ， 比 如 小 鸭子 或 者 蝴蝶 的 形状 〈 见 框 4)。 

这 个 关于 前 一刀 的 绝妙 结果 又 叫 “一刀 剪 定理 ”( fold-and-cut theorem ), 
要 归功 于 加 拿 大 的 埃 里 克 … 德 曼 、 马 丁 . 德 曼 (前 者 的 父亲 ) 和 安娜 ， 
卢比 夫 。 他 们 在 1999 年 证 明了 这 个 结果 ， 而 这 个 构造 性 的 证 明 描 述 了 
-个 算法 ， 能 给 出 应 该 进行 的 折 欠 。 自 此 之 后 ， 在 第 一 个 证 明之 上 又 出 
现 了 各 种 补充 ， 由 此 导出 了 两 种 不 同 的 方法 来 求解 应 该 如 何 折 车 及 剪 开 
才能 得 到 给 定 的 图 形 。 

关于 折纸 最 简单 的 问题 之 一 ， 就 是 一 张 纸 (或 者 一 块 布 料 ) 最 多 可 
以 对 折 几 次 。 这 个 问题 有 两 个 版 本 : 要 么 我 们 沿 着 同一 个 方向 对 折 ， 这 
样 的 话 我 们 就 更 偏 癌 使 用 一 张 非常 长 的 纸 ， 要 么 我 们 将 纸 按照 两 个 垂直 
H3 77 Ih] JT E 

有 一 个 不 知 从 何 而 来 的 论断 认为 ， 连 续 对 折 的 次 数 最 多 就 是 8 次 。 
一 位 美国 年 轻 人 布 里 特 妮 . 加 利文 对 这 个 问题 燃 起 了 热情 。 她 提出 了 一 
个 有 趣 的 数学 公式 来 帮助 理解 这 个 问题 ， 同 时 将 对 折 的 纪录 刷新 到 了 令 
所 有 人 意 想 不 到 的 高 度 。 在 将 金 稍 沿 两 个 方向 对 折 12 次 之 后 ， 这 位 当 
时 的 女 中 学 生 弄 到 了 一 卷 1200 米 的 了 卫生纸， 然后 将 它 沿 同一 个 方向 对 
mI 121X. 

加 利文 仔细 地 人 研究 了 这 类 折 炙 的 物理 -几何 性 质 。 跟 人 们 的 惯性 思 
维 相 反 的 是 ， 对 于 一 条 厚度 固定 的 纸 带 ， 要 将 折 肢 数 的 纪录 提高 一 个 层 
次 ， 将 纸 带 长 度 加 倍 还 不 够 ， 这 需要 长 度 大 概 是 之 前 4 倍 的 纸 带 。 这 是 
因为 当 我 们 将 已 经 折 好 的 纸 带 再 折 起 来 时 ， 相 当 一 部 分 纸 带 会 被 用 在 水 
平 部 分 的 连接 处 上 。 
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REW S, HST e 德 曼 和 安娜 * 卢比 夫 在 1999 年 证 明了 ， 对 于 任何 在 





纸 上 由 线段 组 成 的 图 案 ， 都 可 以 通过 将 纸 先 折 起 来 再 前 一刀 ( H88—7J]1 )， 得 
到 恰好 沿 这 些 线段 前 开 的 结果 。 因 此 ,我们 可 以 一 刀 剪 出 五 角 星 (图 a 至 图 d), 
甚至 剪 出 更 复杂 的 图 案 ， 比 如 鸭子 或 者 蝴蝶 (图 e、 图 f)。 更 多 细节 请 参看 埃 
里 克 ' 德 曼 的 网 站 : erikdemaine.org/foldcut/. 
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m RRK IE DR SUBIT ES 


加 利文 证 明 的 公式 ,给 出 了 在 连接 折 难 处 水 平 部 分 花 挥 的 纸张 长 度 : 
L= en(2" + 4)\(2"- 1)/6 

其 中 ，e 是 纸张 的 厚度 , n 是 折 车 的 次 数 。 我 们 能 看 到 ， 当 n 增加 1 时 ， 
L 变 成 原来 的 大 约 4 fii. 

今天 人 们 对 折纸 的 研究 远 不 止 这 些 方面 。 我 们 发现 ， 这 些 看 似 简 单 
的 几何 问题 背后 隐藏 着 美妙 的 数学 ， 它 们 自然 跟 集合 有 关 ， 但 与 数论 、 
代数 、 算 法 和 复杂 度 理论 也 有 关 。 这 个 主题 还 远 示 穷尽 ， 它 涉及 的 内 容 
广泛 得 惊人 : 在 2011 年 新 加 坡 大 学 举办 的 折纸 会 议 上 ， 会 议论 文集 就 
包括 了 50 多 篇 文 草 ,一 共有 654 页 ! 
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方 格 上 的 漫步 


根据 某 些 规则 ， 用 方 格 构造 多 边 形 或 用 正方 体 构 造 多 面体 ， 能 带 来 
各 种 独 出 心 裁 的 谜 题 ， 而 且 还 很 有 装饰 性 效果 。 

1990 年 9 月 ,《 科 学 美国 人 》 上 刊登 了 亚历山大 : 迪 尤 德 尼 的 一 篇 
文章 ， 讲 述 了 一 个 看 似 微不足道 的 问题 : 对 于 什么 样 的 整数 n， 存 在 直 
线 构 成 的 多 边 形 ， 使 得 各 边 长 度 按 顺序 分 别 是 1, 2, 3, n? 这 个 问题 
的 另 一 种 表述 与 散步 路 线 有 关 : 在 一 个 着 路 模 平 竖 直 构成 完美 方形 网 格 
的 城市 里 ,我 们 能 和 否 从 某 个 交叉 点 出 发 , 走 过 一 个 街区 , 转 过 一 个 直角 ( T8] 
左 回 右 都 可 以 )， 走 过 两 个 街区 ， 再 转 过 一 个 直角 (左右 都 可 以 )， 走 过 
三 个 街区 ， 等 等 ， 最 终 回 到 出 发 点 ? 











a 多 边 形 的 计数 


这 个 问题 是 在 1988 年 由 英国 人 李 - 撤 洛 斯 提出 的 。 出 于 某 种 不 被 
知晓 的 原因 ， 他 将 这 种 图 形 称 为 “ 直 边 形 ”( golygon )。 撒 洛斯 逐步 得 
出 结论 ， 只 有 当 n 是 8 mU CULTE 1 )， 对 应 的 直 边 形 才 存在 。 他 
发 现 了 拥有 8 条 边 的 唯一 直 边 形 ， 并 注意 到 它 能 够 铺 满 平 面 。 我 们 一 般 
将 有 8n 条 边 的 直 边 形 叫 作 n 阶 直 边 形 ， 将 它们 的 个 数 记 作 a(n)。 因 为 8 
条 边 的 直 边 形 只 有 1 个， 所 以 a(1) = 1。2 阶 直 边 形 有 16 条 边 ， 它 们 的 
个 数 是 a(2) = 28， 而 其 中 只 有 3 个 直 边 形 的 边 没 有 互相 交叉 。 











1. T 





EIE SUSBUHIBUJCIESIE BS. MAKKA 1, 2,…, n 的 多 边 形 。 只 存 
在 一 个 拥有 8 条 边 的 下 边 形 C 图 a), 这 也 是 唯一 已 知 能 铺 满 平面 的 直 边 形 C 图 b )。 
直 边 形 的 边 数 必 定 是 8 的 倍数 。 下 面 我 们 来 看 看 怎么 用 6 EHAA e 

(1) 给 定 一 个 n 条 边 的 直 边 形 ， 显 然 n 是 偶数 ， 因 为 直 边 形 水 平 边 和 坚 直 边 


一 样 多 : n= 2m。 
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(2) 不 失 一 般 性 ， 假设 长 度 为 1 的 边 是 竖 直 的 ， 那 么 竖 直 边 〈 跟 水 平 边 交 错 
出 现 ) 的 长 度 就 是 1, 3,…, 2m - 1。 其 长 度 的 和 也 就 是 1+ 3 +…+ Qm- 1) 2 m. 

(3) mw 是 偶数 ， 因 为 向 上 走 的 边 长 度 的 和 跟 向 下 走 的 边 长 度 的 和 一 样 ， 所 
以 m 本 身 也 是 偶数 。 

(4) 水 平 边 的 长 度 是 2, 4, 6, …, 2mwz， 总 和 就 是 2 二 4 +-+ 2m = 2(] +2 +-+ 
m)=m(m + 1)。 





(5) 当 我 们 沿 着 直 边 形 周围 行走 时 ， 有 些 边 的 方 呵 是 从 左 到 右 ， 男 一 些 则 是 
从 右 到 左 。 从 左 到 右 的 边 的 长 度 之 和 是 偶数 〈 因 为 它 是 偶数 的 和 )， 而 它 等 于 从 
右 到 左 的 那些 边 长 度 之 和 。 我 们 从 而 得 知 m(m + 1)/2 是 偶数 ， 所 以 m(m + 1) 是 
4 的 倍数 。 

(6) 因为 m 是 偶数 ， 所 以 m + 1 是 奇数 ， 根 据 第 5 点 ，m 就 是 4 的 倍数 ， 而 
n= 2m 就 是 8 的 倍数 。 





























利用 程序 ， 人 们 计算 出 a) = 2108 (有 2108 个 拥有 24 条 边 的 3 阶 
直 边 形 ), a(4) =227 322 (有 227 322 个 拥有 32 条 边 的 4 阶 直 边 形 ) =e 

由 此 我 们 有 : a(l)= 1, a2) 2 28, a(3) 2 2108, a(4) = 227 322, 
a(5) = 30 276 740, a(6) = 4 541 771 016, a(7) = 739 092 675 672, a(8) = 
127 674 038 970 623, a(9) = 23 085 759 901 610 016, a(10) = 4 327 973 
308 197 103 600, 5x45. HA] n = 100 的 a(n) 的 值 可 以 参见 : oeis.org/ 
A007219/b007219.txt. 
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这 些 计 数 结果 不 是 通过 逐个 枚 举 直 边 形 得 到 的 ,这样 做 最 多 只 能 达 
到 a(11)， 而 是 利用 了 直 边 形 的 特殊 性 质 ， 比 如 下 面 这 个 你 也 能 轻易 猜 
到 的 解释 : 将 一 个 直 边 形 的 水 平移 动 (“ 癌 左 ” 或 者 “ 癌 右 ”的 序列 ) 
和 另 一 个 直 边 形 的 竖 直 移动 (“向 上 ”或 者 “向 下 ”的 序列 ) 各 自 提取 
出 来 ， 再 组 合 起 来 ， 就 得 到 了 新 的 直 边 形 。 

我 们 知道 a(n) 的 一 个 渐 近 公式 : aln) ~ 3 x 2" "/[nn (4n + 1。 人 
们 也 提出 了 一 个 准确 但 非常 复杂 的 公式 ( 见 尼 尔 : 斯 隆 的 在 线 整数 数列 
大 百科 的 页 面 oeis.org/A007219 )。 这 些 结果 都 主要 来 日 1991 年 发 表 的 
一 篇 论文 ( 见 参 考 文 献 )， 其 4 位 作者 都 赫赫 有 名 : 撒 洛 斯 ， 他 是 直 边 
形 以 及 新 奇 的 “几何 幻 方 ”的 发 明 者 ; 马丁 加 德 纳 ， 他 在 25 年 间 为 
《科学 美国 人 》 撰 写 数 学 专栏 ， 而 且 他 非常 乐意 参加 这 项 关于 稀奇 古怪 
的 行走 路 径 的 研究 ; 理 查 德 . pt. fui] DJ ACRIBUxRXRIÉ £988 - BE 
威 在 博弈 论 上 开展 的 富有 成 果 的 研究 合作 ; 还 有 高 德 纳 ， 他 是 计算 机 行 
业 的 “圣经 ”一 一 人 4 计算 机 程序 设计 艺术 》 的 作者 ， 这 本 车 作 有 2000 
多 页 ， 高 德 纳 从 1962 年 开始 写作 ， 其 最 新 的 一 本 分 册 于 2019 年 出 版 。 
这 个 明星 阵容 说 明 ， 并 不 是 只 有 数学 爱好 者 才 对 小 谜 题 感 兴趣 ， 而 对 于 
热爱 本 行 的 数学 家 来 说 ， 这 些 谜 题 跟 学 术 界 研究 的 问题 一 样 值得 重视 ， 
Tf ELTRTRE If CA 
































m 自身 不 相交 的 直 边 形 

大 部 分 直 边 形 与 日 身 相 交 ， 而 那些 与 自身 不 相交 的 情况 更 为 有 趣 ， 因 为 它 
们 对 应 的 路 径 不 会 经 过 同一 个 地 点 两 次 。 弗 明 切 斯 科 … 德 科 米 泰 打破 了 计算 其 
个 数 的 纪录 ， 数 出 这 种 包含 32 条 边 的 直 边 形 一 共有 1259 个 。 魏 因 贝 格 的 程序 
数 出 了 有 40 条 边 的 直 边 形 一 共有 41 381 个 ， 有 48 条 边 的 有 1 651 922 个， 有 
56 条 边 的 有 73 095 122 个 。 图 中 用 绿色 画 出 了 所 有 25 个 拥有 32 RA AAAH 
交 的 直 边 形 ， 它 们 的 长 宽 相 等 。 用 杰 色 画 出 了 3 个 拥有 32 条 边 上 自身 不 相交 的 直 
边 形 ， 它 们 更 局 。 
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B 不 要 经 过 同一 处 两 次 


要 知道 ， 在 an) PAZLA n 阶 直 边 形 不 会 与 日 里 相 交 ( 见 框 2 )， 
以 及 确定 这 样 的 正方 组 合 ， 实 际 上 是 一 项 相当 精细 的 工作 ， 而 且 在 这 种 
情况 下 需要 逐个 枚 举 n 阶 的 直 边 形 。 人 们 并 没有 找到 任何 精确 或 者 渐 近 
的 相关 公式 。 这 些 数 值 定义 的 数列 记 作 b(n)。 在 1991 年 的 论文 中 ，4 位 
数学 家 指出 5(1) = 1, 5(2) = 3, b(3) = 67， 而 之 后 的 项 就 超出 他 们 程序 的 
界限 了 。 里 尔 信息 学 、 信 号 与 目 动 化 实验 室 的 弗 朋 切 斯 科 ， 人 德 科 米 礁 和 
利 奥 波 德 . 魏 因 贝 格 认 为 ， 他 们 利用 现在 的 机 各 就 能 计算 出 b(4). TER 
米 泰 算出 2(4) = 1259， 而 魏 因 贝 格 用 为 一 个 完全 不 同 的 程序 给 出 了 相同 
的 结果 ,完成 了 验证 。 魏 因 贝 格 的 程序 能 计算 出 5(5) = 41 381( 40 条 边 ), 
b(6) = 1 651 922 ( 48 条 边 ) 和 4b(7)=73 095 122 (56 A )。 


将 这 些 计 数 程序 完善 一 下 ， 并 利用 更 强大 的 计算 能 力 ( 比如 计算 机 
组 成 的 网 络 )， 我 们 也 许 能 计算 5(8) 甚至 5(9)。 如 果 某 位 读者 敢于 冒险 
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完成 这 个 壮举 的 话 ， 请 联系 我 ! 在 框 2 中 ， 德 科 米 磁 画 出 了 几 个 由 32 
条 边 组 成 而 目 吴 不 相交 的 下边 形 。 他 画 出 的 二 边 形 是 那些 长 宽 最 接近 和 
长 宪 差 距 最 大 的 。 

在 所 有 与 日 身 不 相交 的 直 边 形 中 ,除了 1 阶 直 边 形 之 外 ， 还 有 没有 
别 的 下 边 形 能 铺 满 平面 ?这 个 问题 时 至 今日 仍 未 解决 。 答 案 有 可 能 是 否 
定 的 ， 因 为 对 边 长 的 限制 似乎 让 我 们 无 法 想象 如 何 用 下 边 形 互 不 重合 地 
铺 满 这 个 平面 。 为 一 个 有 趣 的 问题 则 是 : 我 们 能 否 找到 一 组 能 一 起 铺 满 
平面 的 nn 阶 二 边 形 ? 




















B 有 关系 数 的 变 体 ? 


与 其 考虑 用 数列 1, 2, 3,…, n 作为 边 长 ， 不 如 用 直到 某 个 系数 p 的 
素数 序列 作为 边 长 。 这 样 我 们 就 提出 了 一 个 新 的 问题 ， 而 我 们 下 面 会 看 
到 为 什么 这 个 问题 没有 解 ， 原 因 就 是 数列 2, 3, 5, 7, 11, 13… 之 中 只 有 一 
个 偶数 2。 下 面 就 是 这 个 断言 的 5 步 证 明 。 

1. 直 边 形 的 水 平 边 和 坚 直 边 数目 相同 ， 因 为 当 沿 着 直 边 形 边 沿 前 进 
时 ， 我 们 会 交替 用 到 水 平 边 和 坚 直 边 。 

2. 水 平 边 长 度 总 和 是 偶数 ， 因 为 当 沿 着 边沿 前 进 时 ， 我 们 癌 右 走 和 
癌 左 走 的 距离 相同 。 同 样 ， 竖 直 边 长 度 的 总 和 也 是 偶数 。 

3. 如 果 有 一 个 边 长 是 从 2 A) p 所 有 素数 (2, 3, 5, 7,…,p) 的 直 边 
JE ,而 水 平 边 长 度 为 2 的 话 ( 假定 这 一 点 对 证 明 的 一 般 适 用 性 没有 影响 ), 
那么 水 平 边 的 数目 就 必须 是 奇数 ， 才 能 使 长 度 之 和 为 偶数 〈 我 们 从 2 F 
始 ， 为 了 总 和 是 偶数 ， 接 下 来 就 需要 偶数 个 素数 )。 

4. 所 以 ， 坚 直 边 的 个 数 也 是 奇数 ， 因 此 其 长 度 之 和 也 是 奇数 ( 奇数 
个 奇数 加 起 来 还 是 奇数 )， 这 跟 第 2 点 矛盾 。 

5. 所 以 ， 不 存在 边 长 为 从 2 到 p RUFY] ( 2,3, 5, 7,…,p ) WE 
边 形 。 

但 人 们 并 未 就 此 止步 : 哈 利 . 史密斯 提出 可 以 将 2 换 成 1， 并 且 找 到 
了 这 种 情况 的 解 。 对 于 16 条 边 来 说 ， 这 样 的 直 边 形 有 2 个， 它们 是 (用 
一 目 了 然 的 记号 表示 ): 
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口 1 北 3 东 5 北 7 西 11 北 13 西 17 北 19 东 23 北 29 西 31 北 37 东 
41 A 43 Æ 47 M 53 M; 


口 1 北 3 东 5 南 7 西 11 南 13 西 17 北 19 东 23 北 29 西 31 南 37 东 
41 南 43 东 47 北 S3 西 。 


B 换个 角度 : a- 直 边 形 


要 得 到 直 边 形 的 男 一 种 变 体 ， 可 以 将 连续 两 边 之 间 唯 一 允许 的 夹 
fA «90? 和 -90” 换 成 其 他 角度 。 撒 洛斯 深入 研究 了 这 个 问题 ， 比 如 说 ， 
他 搜索 了 那些 拥有 60° 和 -60。 角 的 “ 直 边 形 ”( 见 框 3 )。 关 于 这 些 变 
换 角 度 得 到 的 变 体 ， 一 位 退休 的 数学 教师 汉 斯 . 科 尔 内 证 明了 一 个 引 人 
注目 的 结果 ， 陈 述 如 下 : 对 于 所 有 形式 为 (n/q)360”， 其 中 和 4 都 是 
整数 的 角度 a 来 说 , 存在 这 样 的 直 边 形 , 其 相 邻 的 边 的 夹 角 是 a 或 者 a, 
而 边 长 则 依次 为 连续 整数 1, 2,…,。 




















gap c ee 


如 果 我 们 将 直 边 形 中 的 90。 和 -90。 角 换 成 a 和 -a， 那 么 我 们 就 得 到 了 
“a - 下 边 形 ”。 当 a = 60” 时 ， 对 边 数 较 少 的 a - 直 边 形 的 人 研究 给 出 了 一 些 有 趣 
的 结果 。 这 里 给 出 了 最 小 的 3 个 a - 直 边 形 (由 撒 洛 斯 发 现 )， 它 们 的 边 数 分 别 
是 9、11 和 12。 


^A AAY 
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这 个 证 明 并 不 能 确定 这 样 的 直 边 形 不 会 与 自身 相交 。 我 们 也 不 
知道 如 何 刻 画 能 让 “ca - 直 边 形 ” 存 在 的 角度 ， 但 我 们 知道 除了 形 如 
(n/d)3609 的 角度 之 外 ， 有 时 其 他 角度 也 能 给 出 a - 直 边 形 ( 见 框 4 中 
最 简单 的 例子 )。 在 1990 年 左右 进行 的 这 些 人 研究 之 后 ，2014 年 上 半年 ， 
有 人 进行 了 一 项 令 人 震惊 的 工作 ， 将 直 边 形 推 广 到 了 三 维 空间 。 


m 最 简单 的 a - EDIT ! 


撤 洛 斯 研究 了 拥有 最 少 边 数 的 a- 直 边 形 ， 其 中 傅 助 了 一 个 程序 ， 它 会 尝试 
大 量 的 可 能 性 ， 根 据 一 定 间隔 的 值 ， 改 变 角 a 的 角度 。 程 序 会 记 住 那些 几乎 闭 
合 的 图 形 ， 也 就 是 终点 非常 徘 近 起 点 的 图 形 。 这 又 是 一 个 计算 机 帮助 解决 问题 
的 故事 ,但 数学 思维 仍 有 用 武之 地 。 最 后 的 慑 家 是 一 个 6 条 边 组 成 的 a - 直 边 形 ， 
其 中 a = arccos(3/4)。 紧 接 6 条 边 的 冠 苗 之 后 的 是 8 条 边 的 直 边 形 ， 也 就 是 我 们 
在 框 1 中 碰 到 的 下边 形 ， 其 中 a = 90 ， 还 有 另 一 个 8 条 边 的 a - 直 边 形 ， 其 中 


a = arccos(4/5)。 
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m 二 维 中 的 直面 体 


约瑟夫 ' 奥 萎 尔 克 于 2014 年 2 月 23 HÆ Mathematics Stack Exchange 
网 站 ( math.stackexchange.com/) 上 ， 以 及 于 2014 年 4 月 28 HÆ Mathoverflow 
网 站 ( mathoverflow.net/about ) 上 ， 提 出 要 研究 由 完全 相同 的 边 长 为 1 
的 正方 体 ( 所 以 每 个 面 的 面积 是 1 ) 面对面 黏合 而 成 的 多 面体 ， 其 中 每 
个 面 (必定 由 正方 形 组 合 而 成 ) 的 面积 分 别 是 1, 2, 3, …, n。 因 为 这 样 
的 多 面体 每 个 面 之 间 没 有 自然 的 顺序 ， 所 以 我 们 对 面积 的 顺序 不 作 要 
求 。 奥 劳 尔 克 建议 将 这 样 的 多 面体 称 为 “直面 体 ”。 他 的 问题 是 ， 直面 
体 是 否 存在 ? 奥 劳 尔 殉 猜想 ， 答 案 是 否定 的 。 然 而 在 2014 年 4 月 30 
日 ， 英 国 剑 桥 大 学 三 一 和 学院 的 亚当 - WE Math-Fun 邮件 列表 上 发 了 
一 条 信息 ， 宣 布 他 已 经 找到 了 含有 32 个 面 的 直面 体 ( 见 框 $ )。 在 他 同 
时 发 表 的 一 篇 文章 中 C 见 cp4space.wordpress.com/2014/04/30/golygons- 
and-golyhedra/ ), 他 解释 了 找到 这 第 一 个 直面 体 所 用 到 的 方法 。 他 也 给 出 
了 推导 过 程 ,， 证 明了 少 于 11 个 面 的 直面 体 不 可 能 存在 ， 以 及 直面 体面 
的 个 数 必然 形 如 4 或 者 答 +3( 见 框 6)。 这 仍然 没有 回答 下 面 的 问题 : 
能 使 n 个 面 的 直面 体 存在 的 最 小 整数 n 是 多 少 ? 根据 已 证 明 的 有 关 这 个 
最 小 整数 的 限制 ， 它 只 能 是 以 下 的 整数 之 一 : 11, 12, 15, 16, 19, 20, 23, 
24, 277, 28, 31, 32。 


国 ierit: 





















































数学 家 约瑟夫 ' UROIAR FUE DUUF2ET ELE EAE 8] — 213 81 H TRI 
体 。 直 面体 的 定义 就 是 那些 将 边 长 为 1 个 单位 的 立方 体面 对 面 粘 起 来 得 到 的 多 
面体 ， 其 中 每 个 面 的 面积 恰好 是 连续 整数 1, 2, …, n。 人 们 证 明了 少 于 11 个 面 
的 直面 体 ( 见 框 6) 不 存在 。 今天， 我 们 只 发 现 了 5 个 直面 体 ， 它 们 各 自 有 11、 
12, 15, 19 和 32 个 面 一 一 它们 都 是 在 2014 年 被 发 现 的 。 直 面体 研究 者 之 一 弗 
朋 切 斯 科 ' 德 科 米 泰 ， 画 出 了 其 中 4 个 最 复杂 的 直面 体 ( 下 网 中 看 不 见 的 面 ， 
其 面积 由 红色 数字 标 出 )。 现 在 轮 到 你 来 找 出 缺少 哪 一 个 直面 体 了 ! 
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国生 > 


直 边 形 的 边 数 必 定 是 8 的 倍数 ( 见 框 1 )。 同 样 ， 也 不 是 任意 整数 都 能 成 为 
某 个 直面 体 的 面 数 。 我 们 现在 知道 直面 体 的 面 数 必定 形 如 45 或 者 45+3， 也 必 
ERF 10。 换 句 话 说， 直面 体面 数 的 可 能 取 值 就 在 以 下 的 序列 之 中 : 

11, 12, 15, 16, 19, 20, 23, 24, 27, 28, 31, 32,35, =, 4k, 4k + 3, == 
在 这 里 ， 我 们 来 看 看 怎么 用 6 步 推导 证 明 这 个 断言 。 

1. 直面 体 的 表面 积 必 和 定 是 偶数 。 

通过 将 立方 体 一 个 个 粘 到 一 开始 的 立方 体 上 ， 可 以 得 到 所 有 直面 体 。 然 而 ， 
每 当 我 们 增加 1 个 立方 体 ， 组 成 多 面体 表面 的 立方 体 的 面 的 个 数 ( 也 就 是 表面 
积 ) 总 会 保持 相同 的 奇偶 性 。 这 是 因为 ,如 果 新 添加 的 立方 体 只 有 1 个 面 被 粘 上 ， 
那么 它 隐 藏 了 之 前 的 1 个 面 但 增加 了 5 个 面 ， 总 数 就 增加 了 4， 奇偶 性 跟 之 前 
相同 。 如 果 新 的 立方 体 有 2 个 面 被 类 上 ， 那 么 它 隐藏 了 2 个 面 但 增加 了 4 个 面 ， 
总 数 就 增加 了 2， 奇偶 性 还 是 跟 之 前 相同 。 如 果 新 立方 体 有 3 mer. 
么 它 隐藏 了 3 个 面 又 增加 了 3 个 面 ， 奇 偶 性 不 变 。 如 采 新 立方 体 有 4 个 面 被 粘 
上 ， 那 么 它 隐 藏 了 4 个 面 又 增加 了 2 个 面 ， 奇 偶 性 不 变 。 如 果 新 立方 体 有 577 
面 被 粘 上 ， 那 么 它 隐 藏 了 5 个 面 义 增加 了 1 个 面 ， 奇 偶 性 不 变 。 如 果 新 立方 体 
有 6 个 面 被 类 上， 那么 它 隐藏 了 6 个 面 ， 奇偶 性 不 变 。 一 开始 只 有 1 个 立方 体 ， 
表面 积 是 6。 因 为 6 是 偶数 ， 而 且 每 次 添加 立方 体 时 奇偶 性 都 不 变 ， 所 以 这 样 
构成 的 多 面体 表面 积 是 偶数 。 

2. 直面 体 的 面 数 一 定 形 如 45 或 者 45+3。 

M 135] n RRA SQ) = 1+2 n ET n(n 1/2. WR n- 4k, IA 
这 个 和 等 于 4K4k+ 12 = 2k(4k - 1), AE BS WR n-4k- 1, IAZA Sn) 
等 于 (Ak + D(4k + 2y2 = (4k + Dk + IDD， 是 个 奇数 (因为 是 两 个 奇数 的 乘积 )。 
根据 第 1 点 ， 这 不 可 能 在 直面 体 上 出 现 ， 因 为 它 的 表面 积 必定 是 偶数 。 如 果 
n-4k-2, 那么 和 S(n) EF (4k + 2)4k + 3/22 (2k + 1)(4k+3), 也 是 奇数 ,不 可 
能 在 直面 体 上 上 出现。 最后， 如 果 n = 45+3， 和 那么 这 个 和 就 是 (4k + 34k + 4)/2 = 
(4k - 3)(2k+2)， 是 个 偶数 。 

3. 面 的 类 型 有 6 种 。 

由 相同 的 立方 体面 与 面 之 间 黏 合 而 成 的 多 面体 ， 它 的 面 都 是 由 相同 的 正方 
形 沿 着 边 黏 合 起 来 的 多 边 形 ， 而 所 有 这 样 的 多 面体 都 有 6 种 面 。 

HR. TRIS] Oz 轴 还 是 反方 向 ， 平 行 于 效 平 面 ( 由 0x 和 0y 轴 决 定 ) 
的 面 有 2 种 。 我 们 将 这 两 种 类 型 的 面 记 作 xy/z+ 和 xy/z-。 同 理 ， 也 有 2 种 面 平 
TT-F xz ^F Ifl (xz/y+ F xz/y-), 23248 2 种 面 平 行 于 巡 2 平面 (yz/x+ 5 yzi- )。 

4. xy/z+ 型 表面 的 面积 总 和 等 于 xy/z- 型 表面 的 总 和 。 同 样 的 结论 对 xz/y+ 和 
xz/y— 型 ， 还 有 yz/x+ 和 yz/x— 型 也 成 立 。 

在 证 明 这 个 性 质 时 ， 需 要 留意 到 ,，(xy/z+ 型 和 xy/z- 型 的 面积 总 和 的 ) 等 式 
对 于 单个 立方 体 成 立 ， 而 在 某 个 满足 这 个 等 式 的 由 立方 体 黏 合 而 成 的 多 面体 上 
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再 粘 上 1 个 新 的 立方 体 ， 等 式 仍 然 成 立 〈 这 与 第 1 点 的 推导 类 似 )。 

5. 至 少 有 3 个 不 同 的 面 与 妙 平 面 平行 , 因为 如 果 只 有 2 个 面 与 之 平行 的 话 ， 
那么 根据 之 前 的 几 轮 所 看 到 的 ， 它 们 一 个 是 xy/z- 型 ， 男 一 个 是 xy/z+ 型 ， 而 且 
应 该 面积 相同 ,但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 直面 体 每 个 面 的 面积 都 不 相同 。 同 理 ， 
至 少 有 3 个 不 同 的 面 与 好 平面 平行 ， 也 至 少 有 3 个 不 同 的 面 与 巡 2 平 面 平 行 。 这 
说 明 直 面体 至 少 有 9 个 面 。 

6. 根据 第 2 点 ，9 和 10 这 两 个 数字 不 可 能 是 直面 体 的 面 数 ， 所 以 直面 体 至 
少 有 11 个 面 。 而 可 能 的 面 数 由 如 下 数列 给 出 : 11, 12, 15, 16, 19, 20, 23, 24, 27, 
28, 31, 32,35, =, 4k, 4k + 3, =o 


























2014 年 5 月 9 日 ， 阿 列 克 谢 : 尼 金 提出 了 15 个 面 的 新 纪录 直面 体 。 
10 天 之 后 ， 埃 里 克 … 上 弗 里 德 曼 发 现 了 第 3 个 直面 体 ， 但 没有 打破 面 数 
最 少 的 纪录 ， 因 为 它 有 19 个 面 。 直 面体 “大 小 ”的 最 小 值 只 能 是 11、 
12 或 者 15。 


出 乎 众人 意料 的 是 ,2014 年 5 月 24 日 , 尼 金 发 现 了 12 个 面 的 直面 体 。 
这 个 直面 体 有 着 惊人 的 性 质 : 我 们 不 用 胶水 ,只 将 立方 体 一 个 个 羞 起 来 ， 
就 能 完成 构造 。 这 是 因为 如 果 摆 放 方 癌 适 当 的 话 ， 那 么 这 个 直面 体 可 以 
分 解 为 一 系列 立方 体 的 竖 直 堆 疼 ,它们 互相 紧 挨 着 ， 每 一 于 都 仪 由 一 个 
放 在 地 上 的 立方 体 以 及 竖 直 放 在 它 上 面 的 更 多 立方 体 组 成 。 

最 后 ，2014 年 6 月 11 日 ， 尼 人 金 提 出 了 11 P BERE (IL yadisk/d/Zzw_ 
Q6gKTZjwk )。 他 证 明了 11 个 面 是 可 行 的 。 


但 还 有 一 些 问题 仍 未 解决 。 


口 是 否 从 12 开始 ， 对 于 任何 形 如 4k RE 4k +3 的 整数 n， 都 存在 
n 个 面 的 直面 体 ? 

Q 对 于 每 个 可 能 的 n， 有 nn 个 面 的 直面 体 有 和 多少 个 ? 

口 有 没有 能 锐 骸 整个 空间 的 直面 体 ? 

在 无 尽 的 数学 领域 中 ， 我 们 会 遇 到 美妙 的 事物 ， 也 会 遇 到 向 爱好 者 
和 职业 数学 家 提出 的 难题 。 这 些 难题 有 时 候 必 须 用 计算 机 来 解 次 ， 但 计 
算 机 毕竟 也 来 自 最 优秀 的 人 类 的 智 疗 ， 它 并 未 掌握 普 适 的 办 法 来 回答 逐 
渐 堆 积 的 问题 ， 而 问题 的 堆积 速度 有 时 比 解决 速度 更 快 ……: 
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火柴 棍 艺 术 


我 们 可 以 用 火柴 棍 摆 出 连 成 一 片 的 平面 图 ， 其 中 所 有 边 的 长 度 都 相 
等 。 但 这 些 图 还 远 未 吐露 出 它们 所 有 的 秘密 。 

心灵 手巧 的 人 可 以 用 火柴 棍 造 出 巧夺天工 的 有 雕塑。 居住 在 美国 艾 鳞 
瓦 州 的 哥 特 式 建筑 的 狂热 爱好 者 帕特里克 … 阿 克 顿 就 造 出 了 这 种 令 人 震 
撼 的 雕塑 ， 比 如 ， 他 做 的 沙特 尔 主教 座 符 模型 ( 见 下 图 ) 就 是 由 174 000 
根 火 柴 精 心 黏 合 而 成 的 CU www.matchstickmarvels.com/the-models/ ). 
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Q 沙特 尔 主教 座 堂 的 模型 ， 由 火 荣 棍 建 造 而 成 。 后 面 是 由 特 里 元 阿 克 顿 。 


数学 家 的 游戏 所 需 的 火柴 棍 数 量 要 少 得 多 。 从 这 些 火 柴 棍 中 ， 数 学 
家 发 现 了 关于 能 用 长 度 相同 的 线段 画 出 图 案 的 几何 或 者 拓扑 问题 ， 由 此 
拓展 出 新 的 研究 领域 。 他 们 也 会 拿 出 一 盒 火 菜 ， 答 试 亲 目 动手 解决 这 些 
问题 。 数 学 家 为 一 些 问题 建立 了 精细 的 列表 ， 而 另 一 些 问题 更 困难 ， 俊 
生 了 实打实 的 研究 读 题 ， 而 研究 的 进展 却 不 迅速 。 
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当 我 们 在 平整 的 表面 上 摆 放 一 些 互 不 交叉 的 火柴 时 ， 如 果 将 它们 
首尾 相 接 连 成 一 片 ， 那 么 我 们 就 画 出 了 一 种 特殊 类 型 的 图 一 一 “火柴 棍 
图 ”或 “单位 距离 图 ”, 因为 我 们 可 以 假设 火柴 的 长 度 就 是 单位 长 度 ( 见 
框 1 中 的 例子 )。 关 于 火柴 棍 图 的 研究 既 有 趣 又 严肃 ， 比 起 建造 大 教堂 ， 
数学 家 还 是 更 愿意 把 时 间 花 在 这 些 研 究 上 。 

对 于 两 个 图 G 和 G'， 如 有 果 其 顶点 和 边 的 数目 都 相同 ， 而 且 可 以 将 
G 和 6G' 的 顶点 以 适当 的 方式 对 应 起 来 ， 使 得 G 中 的 每 条 边 〈 也 就 是 
许多 对 顶点 ) 都 与 G' 中 的 某 条 边 有 着 对 应 的 顶点 ， 那 么 G 和 G' 就 是 
“等 价 ” 的 ,或 是 “ 同 构 ”的 。 因 此 ,在 框 1 中， 图 a 和 图 b 同 构 ， 但 
Kla 和 图 ce、 图 c 和 图 a 则 不 同 构 。 要 说 明 一 点 ， 我 们 在 这 里 所 说 的 图 
并 不 是 有 问 图 ( 即 认为 边 xy 等 同 于 边 yx )， 既 不 存在 从 顶点 连 问 目 和 映 的 
边 〈 即 不 存在 边 xx )， 也 不 会 有 两 条 边 连 接 同一 对 顶点 € 即 没 有 重 边 )。 
我 们 只 考虑 那些 连 成 一 片 的 图 ， 也 叫 “ 连 通 图 ”， 其 中 任意 两 个 顶点 总 
可 以 通过 由 边 组 成 的 一 条 通路 连接 起 来 。 我 们 之 后 不 再 一 一 说 明 。 

让 数学 家 感 兴趣 的 第 一 个 问题 是 : 给 定 火 柴 棍 的 数目 ， 比 如 6 根 ， 
可 以 有 多 少 种 不 同 的 〈 连 成 一 片 的 ) 火柴 棍 图 ， 即 不 同 构 的 图 ”我 们 将 
这 个 数 记 作 a(n)。 很 容易 就 能 得 到 a(1) = 1, a(2) = 1, a(3) = 3, a(4) = 5, 
试 着 拿 几 根 火柴 计算 一 下 a(5) 的 结果 ,来 玩 一 下 吧 (答案 就 在 框 1 内 ) ! 


























pA Eee 


火柴 棍 图 是 在 平面 上 能 连 成 一 片 的 图 ， 其 中 每 条 边 都 是 长 度 相 等 的 线段 ， 
而 且 没 有 互相 交叉 。 

对 于 两 幅 图 来 说 ， 如 果 改 变 其 中 一 个 图 项 点 的 名 称 就 能 将 二 者 变 成 一 样 的 
图 ， 也 就 是 说 ， 让 它们 拥有 完全 相同 的 边 的 话 ， 那 么 就 说 两 个 图 是 “ 同 构 ”的 。 
比如 ， 图 a 和 ob 同 构 ， 但 图 a 和 图 c 不同 构 ， 图 ce 和 图 d 也 不 同 构 。 

想象 一 下 ， 两 个 图 都 只 是 由 橡皮 筋 连 成 的 网 ， 如 果 能 将 其 中 一 个 变形 为 男 
一 个 的 话 ,那么 我 们 就 说 , 它们 在 折 扑 上 是 一 样 的 ,或 说 “ 同 豚 ” 的 。 例 如 ,图 a、 
Él b. K| cæ, K a 则 与 其 他 图 都 不 同 且 。 图 A 和 图 B 表示 的 是 同 胚 
构成 的 类 别 。 
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a 1 b C d 
5 6 1 6 5 


图 展示 了 用 5 根 火 染 做 成 的 12 个 互 不 同 构 的 平面 图 ， 它 们 能 被 分 为 10 


个 同 胚 类 别 。 











下 表 给 出 了 用 根 火 染 棍 在 平面 上 组 成 互 不 同 构 的 图 的 个 数 a(n)， 以 及 这 
HE k RAER PIERDA b(n)。 





n: 1234 5 6 7 8 9 
a(n:1 1 3 5 12 28 74 207 633 
b(n:113 5 10 19 39 84 196 
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a 火 霖 杨 图 的 计数 


a(n) 的 值 定 义 了 尼 尔 … 斯 隆 的 在 线 整数 数列 大 百科 上 的 数列 A066951 
( 见 oeis.org/A066951 )。 截 至 本 书 出 版 时 ， 我 们 已 知道 下 到 a(10) 的 值 。 

现在 ， 还 没有 人 提出 an) 的 公式 。 

还 有 另 一 个 有 趣 的 计数 问题 : 在 所 有 用 nn 根 火 柴 组 成 的 ( 连 成 一 片 
的 ) 火柴 棍 图 中 ， 有 多 少 个 图 有 着 不 同 的 拓扑 结构 ? 

这 个 问题 的 答案 跟前 一 个 问题 不 太一 样 ， 因 为 对 于 两 个 图 G 和 G，， 
想象 它们 是 由 橡皮 筋 组 成 的 ， 如 果 可 以 从 G 变形 得 到 G' 的话 (不必 担 
心 结 点 ， 只 需 考 虑 边 )， 那 么 它们 就 拥有 相同 的 拓扑 结构 ， 也 可 以 说 它 
们 是 同 胚 的 。 

因此 ， 框 1 中 的 图 b 和 图 c 在 拓扑 上 是 等 价 的 (即使 它们 并 不 
同 构 )。 

然而 ， 图 c 和 图 d 在 拓扑 上 并 不 等 价 ， 分 别 对 应 着 不 同 的 同 豚 类 别 
(RIAMB) 

第 二 个 计数 问题 是 确定 由 球根 火柴 组 成 的 〈( 连 成 一 片 的 ) 火柴 棍 图 
能 分 为 多 少 个 同 豚 类 别 。 我 们 将 这 个 数列 记 作 b(n)。 

很 容易 验证 5(1) = 1, 5(2) = 1, (3) = 3, 5b(4) = 5。 目 前 为 止 ， 这 都 与 
a(n) 没什么 区 别 , 但 b(5) = 10， 而 a(5) = 12。 如 框 1 所 示 ， 这 是 因为 一 
些 不 同 构 的 图 属于 同一 个 同 豚 类 别 。 数 列 b(n) 是 在 线 整 数 数列 大 百科 中 
的 A003055， 它 给 出 了 直至 n= 10 的 b(n) fi. YEXX HL, b(n) 的 一 般 公 式 
仍 是 未 知 的 。 

你 可 以 用 6 根 火 柴 手工 解决 下 面 这 个 漂亮 的 小 问题 ( 当然 ， 你 要 有 
Wè, HEPI ): 找到 所 有 28 幅 不 同 的 火柴 棍 图 ， 然 后 将 它们 分 为 
19 个 不 同 的 同 胚 类 别 。 

更 困难 的 挑战 是 对 7 根 、8 根 甚至 9 根 火柴 进行 相同 的 工作 。 

你 可 以 对 照 萨 尔 维 亚 最 近 发 表 的 列表 来 核对 你 的 成 果 。 
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"m k - 正则 火柴 棍 图 和 哈 博 特 图 














每 个 顶点 都 连接 恰好 条 边 的 图 称 为 “k -正则 图 ” 大 -正则 的 火柴 棍 图 在 
k= 1 和 = 2 的 情况 下 很 容易 确定 。 当 k= 2 时， 那 就 是 由 个 顶点 和 nn 条 边 构 


成 的 环形 图 ， 其 中 最 小 的 图 就 是 一 个 简单 的 等 边 三 角形 。 当 k= 3 时 ， 要 找到 
k -正则 火柴 棍 图 就 没 那么 容易 了 ， 最 小 的 解 包含 8 个 顶点 。 当 丰 = 4 时 ， 哈 博 
特 图 就 是 其 中 一 个 解 ， 但 我 们 不 确定 它 是 不 是 最 小 解 。 当 上 > 4 时 无 解 。 对 于 
球面 上 的 火柴 棍 图 来 说 ， 当 k= $ 时， 只 有 一 个 解 ， 即 球 内 接 正 二 十 面体 在 球面 
上 的 投影 。 
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Hg 没有 三 角形 的 图 








我 们 来 看 最 小 环 路 长 度 了 不 等 于 3 的 -正则 火柴 棍 图 一 一 图 中 不 能 包含 三 
角形 。 当 上 =3,7=4 时 ,S. 库 期 和 G. 马 佐 科 洛 发 现 了 一 个 20 个 顶点 的 解 (图 a ), 
他 们 也 提出 了 一 个 方法 ， 能 生成 项 点 数 为 大 于 等 于 20 的 偶数 且 7=4 的 3 -正则 
火柴 棍 图 。 思 路 〈 见 图 b) 是 将 中 间 的 四 边 形 用 一 系列 连 成 串 的 四 边 形 来 代 奉 
(每 增加 一 个 四 边 形 ， 顶 点 数 日 也 增加 2 )。 当 = 3, 7= 5 时， 对 于 这 一 更 困难 的 
情况 来 说 ( 既 没 有 三 角形 ， 也 没有 四 边 形 )， 目 前 得 到 的 最 小 的 解 是 图 中 这 个 
180 ^P Dt ss B ES 
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m k - 正则 图 


即使 用 上 计算 机 ， 要 计算 出 这 样 的 完整 列表 也 相当 困难 ， 因 为 图 同 
构 甚 至 图 同 豚 的 概念 很 难 编写 为 程序 。 对 7= 9 的 突破 将 会 是 一 项 功劳 ， 
能 够 补充 了 萨 尔 维 亚 的 列表 和 整数 数列 大 百科 上 的 数据 。 谁 想 试 一 下 ? 

在 某 幅 图 中 ， 我 们 将 某 个 顶点 邻接 点 的 个 数 ， 也 就 是 以 它 为 端点 的 
边 的 条 数 ， 称 为 这 个 顶点 的 “ 度 ”。 根 据 定义 , -正则 图 就 是 所 有 顶点 
都 拥有 相同 的 度 的 图 。 这 样 的 图 拥有 均一 性 。 由 正 多 面体 和 半 正 多 面 
体 顶点 和 边 构 成 的 图 都 是 正则 图 。1986 年 ， 南 非 不 伦 瑞 克 大 学 的 海 科 - 
哈 博 特 提出 了 一 个 非常 深 亮 的 问题 ， 关 于 用 火柴 棍 可 以 在 平面 上 摆 出 的 
正则 图 。 这 个 问题 在 今天 也 只 是 被 部 分 解决 了 ， 它 包括 两 个 部 分 : 

1. HRA k HMHE, FE k- EMAKE? 

2. 对 于 每 个 这 样 的 大 值 ， 对 应 的 大 -正则 火柴 棍 图 最 少 有 多 少 个 
顶点 ? 

框 2 展示 了 4 幅 图 ， 给 出 了 k= 1,2,3,4 的 解答 。k=3 的 图 并 不 那 
么 显然 易 见 ,但 要 找到 它 只 是 个 难度 适中 的 小 谜 题 ， 可 以 在 用 和 餐 之 前 让 
朋友 思考 。 这 个 挑战 的 题目 是 :“ 寻 找 在 条 上 摆 放 火柴 的 方法 ， 使 得 火 
柴 不 相交 ， 而 每 根 火 柴 的 两 庙 都 各 目 恰 好 碰 到 另外 两 根 火柴 的 末端 。 

这 至 少 需要 准备 12 根 火 柴 。 如 果 一 位 朋友 找到 了 答案 ， 那 么 可 以 
证 他 解决 当 上 =4 时 的 情况 (火柴 末端 恰好 碰 到 另外 3 TR ACIE BI ZO ), 
这 时 就 要 准备 104 根 火 柴 了 。 今 天 ， 人 们 以 哈 博 特 的 名 字 命 名 他 在 1985 
年 发 现 的 绝妙 解答 。 

这 个 52 个 顶点 的 网 是 刚性 的 : 我 们 不 能 在 保持 所 有 连接 的 情况 下 
将 它 变形 (k=3 的 解 就 不 是 刚性 的 )。 

有 要 确切 知道 哈 博 特 图 顶点 的 坐标 ， 是 个 相当 坏 手 的 问题 ， 但 为 了 确 
定 这 个 图 的 确 存 在 并 且 证 明 它 的 刚性 ， 这 也 是 必 不 可 少 的 。 这 项 工作 直 
到 2006 年 才 由 埃 伯 喻 德 . 格 布 拉 赫 特 利用 计算 机 代数 软件 完成 ， 在 计 
算 过 程 中 ， 他 必须 处 理 次 数 为 22 的 多 项 式 。 
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m 哈 博 特 图 是 最 小 的 解 吗 ? 


当 = 1, 2, 3 时 ， 我 们 确定 没有 比 框 2 中 的 例子 更 小 的 解 。 当 上 = 4 
时 ， 人 人们 还 没有 成 功 证 明 哈 博 特 图 就 是 最 小 的 解 。2011 年 ， 德 国 拜 罗 伊 
特大 学 的 萨 沙 . 库 斯 和 以 色 列 理工 学 院 的 罗 姆 : 平 哈 希 借助 程序 证 明了 
4 -正则 的 火柴 棍 图 至 少 有 34 个 顶点 。 这 离 哈 博 特 52 个 顶点 的 解 还 很 远 ， 
但 我 们 现在 还 不 知道 怎么 做 得 更 好 ， 所 以 人 们 仍 在 寻找 比喻 博 特 图 更 小 
的 4- 正 则 火柴 棍 图 。 











m m - 埃 尔 德 什 的 问题 

1946 年 ， 保 罗 : 埃 尔 德 什 思 考 了 一 个 问题 ， 当 我 们 在 平面 上 放置 n 个 点 时 ， 
最 多 能 在 多 少 对 点 之 间 得 到 相同 的 距离 ” 如 果 人 允许 边 互 相交 叉 的 话 ， 那 么 利用 
火柴 棍 图 可 以 更 简洁 地 叙述 这 个 问题 。 

用 火柴 棍 图 的 语言 来 叙述 埃 尔 德 什 的 问题 ， 就 是 : n 个 顶点 的 火柴 棍 图 的 
最 大 边 数 fn) 是 多 少 ? 对 于 前 几 个 n 值 来 说 (n= 1, 2,…, 6 )， 用 画图 的 形式 就 
能 轻松 地 回答 这 个 问题 。 然 而 ， 为 了 走 得 更 远 ， 就 要 准备 好 耐心 和 等 门 ， 或 者 
一 全 计算机。 

fan) 的 序列 就 是 整数 数列 在 线 大 百科 的 数列 A186705。 埃 尔 德 什 证 明了 ， 
有 两 个 大 于 0 的 常数 c 和 c'， 使 得 mw“ < Kn) < c^. 不 等 式 右边 的 指 
数 3/2 曾 被 改进 了 ， 首 先是 1.44， 然 后 改 成 43。 但 我 们 今天 知道 的 只 有 这 些 ， 
也 不 知道 ftn) 满足 的 一 般 公 式 ， 我 们 对 此 知道 的 不 比 a(n) 和 b(n) 多 。 下 面 是 这 
个 问题 已 知 的 火柴 棍 图 ( 图 片 来 自 C. 谢 德 ， 见 P 布 拉 斯 、W. 莫 泽 和 工 帕 赫 的 
FE 
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国 3: IE: T EE AS ides 


MH yg. 弗 里 德 曼 对 顶点 度数 只 能 为 nn 或 者 m 的 火柴 棍 图 很 感 兴 趣 ( n IL m 
是 两 个 给 定 的 整数 ， 在 这 里 m= 1,2,3,， n=2,3,…, 8 )。 我 们 将 其 称 为 “n - m 型 
火柴 棍 图 ”"。 在 每 种 情况 下 ， 人 们 寻找 的 都 是 最 小 解 。 


人 
00 RURE 
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B 当 k > 4 时 无 解 





当 = 5 时， 人 们 一 直 怀 疑问 题 无 解 。 人 们 提出 了 多 个 证 明 ， 尝 试 
证 实 这 种 不 存在 性 。 起 初 ， 其 中 一 些 证 明 有 问题 。 今 天 被 接受 的 证 明 要 
归功 于 荷兰 艾 恩 德 霍 芬 大 学 的 阿尔 特 ， 布 洛克 海 斯 、 库 斯 和 平 哈 希 。 这 
些 证 明 没有 一 个 简单 得 能 写 在 这 里 ! 

我 们 注意 到 这 种 不 可 能 性 仅 限于 平面 。 在 球面 上 ， 只 要 取 球 面 内 切 
正二 十 面体 (有 20 个 面 的 柏拉图 立体 ) 的 楼 在 球面 上 的 投影 ， 就 能 在 
球面 上 画 出 一 个 5 - 正则 的 火柴 棍 图 ( 见 框 2 ). 

"d k= 6 时 ,通常 意义 上 的 火柴 棍 图 , 即 顶点 有 限 的 火柴 棍 图 不 存在 ， 
但 我 们 很 容易 就 能 想到 一 个 无 限 的 解 。 花 3 秒 钟 想 想 吧 ! AR: 正三 
角形 铺 满 整个 平面 。) 

"E 6 时， 这 次 我 们 就 能 轻易 证 明 解答 不 存在 。 证 明 用 到 了 平面 
图 的 欧 拉 公 式 ， 它 指出 ， 对 于 平面 图 来 说 ,总 及 -+ 万 = 2， 在 这 里 
V 是 顶点 的 个 数 ,E 是 边 的 总 数 ， 而 是 面 ( 即 图 分 隔 开 的 平面 区 域 ， 
也 包括 图 外 面 的 区 域 ) 的 个 数 。 


现在 我 们 来 给 出 证 明 。 如 果 图 是 -正则 的 话 ， 那 么 每 个 顶点 都 连 
着 恰好 大 条 边 ， 所 以 ky = 2E。 欧 拉 公 式 就 变 成 了 : 
2Ek-E-F-2, BF=2+(1 一 2/ 昌 BE。 


被 图 分 隔 开 的 每 个 区 域 都 至 少 被 3 条 边 包 围 ， 而 每 条 边 恰 好 挨 着 2 
个 区 域 。 这 说 明 < 2EB3。 从 中 我 们 得 到 2B3 > 2 + (1 一 2DE， 也 就 
ARÉ022-(13-2/kE, 但是， 当 k 宇 6 时 ,这 是 不 可 能 的 ， 因 为 1/3 — 
2/k 会 大 于 等 于 0。 这 样 ， 证明 就 完成 了 。 

在 一 个 图 里 ,对 于 边 的 列表 来 说 ,如 采 沿 看 这 些 边 走 能 回 到 出 发 点 ， 
那么 这 就 是 一 个 环 路 ， 而 这 样 的 列表 最 短 的 长 上 度 又 叫 最 短 环 路 的 大 小 。 
我 们 将 这 个 参数 记 作 7。 数 学 家 对 这 个 参数 很 感 兴 趣 ， 因 为 了 足够 大 
的 图 很 罕见 。 在 哈 博 特 图 中 7= 3 ( 它 包 含 三 角形 )。 库 斯 和 意大利 摩 
德 纳 大 学 的 朱 塞 假 . 马 估 科 洛 最近 发 表 的 一 篇 论文 研究 的 就 是 了 > 3 
HY k- EM KIER (它们 也 更 难 找到 )。 


我 们 已 经 知道 ， 当 且 仅 当 顶 点 数 为 偶数 旦 大 于 8 时 ,7=3 的 3- 正 
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则 单位 距离 图 才 存在 。 这 篇 论文 证 明了 ， 当 且 仅 当 顶 点 数 为 偶数 且 大 于 
等 于 20 时 ,，7=4 的 3 -正则 火 荣 棍 图 才 存在 。 他 们 找到 的 20 个 顶点 的 
图 令 人 十 分 震 恢 , 要 非常 仔细 地 看 才能 确认 这 些 火 柴 〈 它 们 必须 极其 细 ) 
只 在 端点 处 相互 接触 ( 见 框 3 )。 

除了 证 明 T= 4 的 情况 以 外 ， 这 些 人 研究 者 还 成 功 构造 了 7=5 的 3- 正 
则 火柴 棍 图 ( 见 框 3 Fd c). EWA 180 个 顶点 ， 而 且 非 常 美妙 。 我 们 不 知 
道 它 是 不 是 这 个 类 别 中 最 小 的 。 

再 次 利用 欧 拉 公式 ， 可 以 证 明 T 2 6 的 3- 正则 火柴 棍 图 不 存在 。 


两 位 作者 在 论文 中 辣 在 1986 年 引入 火柴 棍 图 问题 的 哈 博 特 致敬 。 
他 们 资 :“ 火 荣 棍 又 便宜 又 简单 ， 从 中 却 诞 生 了 刺激 、 困 难 而 又 有 真正 
数学 意 强 的 问题 。” 

这 些 问 题 的 变 体 给 出 了 一 系列 数学 谜 题 ， 可 供 人 们 长 时 间 把 玩 。 比 
如 ， 美 国 佛罗里达 州 斯 特征 大 学 的 埃 里 元 弗 里 德 曼 就 对 一 类 特殊 火 梁 
棍 图 很 感 兴趣 ， 在 这 类 图 中 有 两 种 顶点， 第 一 种 的 度数 是 nx， 第 二 种 的 
度数 是 m( 这 是 -正则 火 上 染 棍 图 概念 的 目 然 推广 )。 这 种 图 是 否 总 是 存 
在 ?对 于 给 定 的 xn 和 m， 这 类 图 中 最 简单 的 是 什么 ? 

这 方面 最 新 的 结 末 可 以 在 还 到 ' 温 克 勒 等 人 的 论文 《新 的 最 小 
(4;n) - 正则 火柴 棍 图 ) (New minimal (4;n)-regular matchstick graph ) 中 
找到 ( 见 arxiv.org/pdf/1604.07134.pdf )。 





























m 一 个 NP 难 的 问题 


解决 这 些 问 题 的 难度 有 一 个 间接 解释 ， 这 次 它 会 把 我 们 引导 到 现代 
计算 理论 的 核心 。 澳 大 利 亚 学 者 彼得 … 伊 效 和 尼古拉斯 * 沃 更 尔 德 证 明 
的 一 个 结果 解释 了 这 些 问 题 的 难度 : 在 平面 上 画 出 给 定 的 图 ， 使 得 每 条 
边 长 度 相等 ， 这 个 问题 是 “NP 难 ” 的 。 这 说 明 ， 如 来 我 们 知道 如 何 蜗 
效 地 完成 这 个 任务 ( 也 就 是 说 ,花费 的 时 间 是 边 的 数 日 的 一 个 多 项 式 隙 
数 )， 那 么 我 们 束 能 蜗 效 地 解决 大 量 其 他 问题 ， 而 其 中 一 些 问 题 被 公认 
非常 困难 ， 它 们 被 称 为 NP 完全 问题 。 说 白 了 ， 在 仅 给 出 边 的 连接 的 情 
况 下 ， 当 边 数 增加 时 ， 夯 出 火柴 棍 图 所 知 的 计算 时 间 很 快 束 变 得 长 得 出 
"p. AREEN 
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B 单位 距离 点 对 的 最 大 全 


火柴 棍 图 就 是 平面 上 一 些 点 的 集合 ， 其 中 与 一 条 边 相 连 的 所 有 顶点 
距离 都 恰好 是 1 个 单位 。 关 于 这 种 距离 为 1 的 点 的 集合 ， 有 一 个 很 自然 
的 问题 ， 正 是 匈牙利 大 数学 家 保罗 : 埃 尔 德 什 在 1946 年 首次 思考 了 这 
个 问题 。 给 定 一 个 整数 nx， 我 们 考虑 平面 上 的 n 个 点 ， 最 多 有 和 多少 对 点 
相互 的 距离 恰好 是 1 ?如果 人 允许 火柴 棍 交 又 的 话 ( 此 前 考虑 的 都 是 不 交 
又 的 情况 )， 那 么 这 个 数字 就 是 个 顶点 的 火柴 棍 图 的 最 大 边 数 ， 我 们 
把 它 记 作 ftn)。 埃 尔 德 什 对 数列 An) 很 感 兴趣 ， 它 引出 了 一 连 串 的 论文 。 
通过 简单 的 画图 就 能 得 出 前 几 个 tn) 的 值 : KDJ = 0, f2) 21, f3) 53, 
RKA =5, fS) = 7, 6) = 9。 对 于 更 大 的 数 ， 问 题 就 更 加 环 手 ， 正 如 框 
4 中 最 优 构 型 展示 的 那样 ， 它 们 给 出 了 这 些 数值 : AT = 12, fh8) = 14, 
f9)-218, f10)220, f(11) 223, f12)=27, f13)=30, f(14) 233. 

数学 的 美感 和 重要 性 可 能 与 我 们 在 火柴 棍 图 的 研究 中 观察 到 的 东西 
4X: 一 开始 ,课题 很 人 简单， 似乎 只 是 一 个 相当 容易 掌握 的 组 合 问 题 。 
然而 在 逐步 深入 研究 之 后 ， 各 种 各 样 的 数学 与 我 们 擦 肩 而 过 (精细 的 计 
数 、 折 扑 、 多 项 式 、 复 杂 性 类 ， 等 等 )， 最 后 组 成 了 既 代 页 价 实 又 困难 
的 研究 课题 ， 没 有 人 知道 怎么 彻底 解决 它们 ， 而 相关 的 进展 提供 了 宇 有 
魅力 的 数学 对 象 ， 比 如 哈 博 特 图 ， 最 终 这 又 丰 军 了 数学 本 刁 。 
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pcr CASERTA ERES] T9 35. MEDI SEHE - 韦 斯 这 项 宏大 工作 的 
结果 可 以 在 这 里 看 到 : alexis.vaisse.monsite-orange.fr/page-54b81c6bc01a2.html 


在 亚 历 克 西 斯 韦 斯 的 计数 中 ， 他 找到 了 2008 个 10 条 边 的 火柴 棍 
图 , 可 以 分 为 33 类。 对 于 那些 想 验证 、 延 伸 和 使 用 这 项 结果 的 读者 来 说 ， 
在 上 文 所 说 的 网 页 中 可 以 找到 有 关 这 些 图 的 各 种 数据 和 程序 。 韦 斯 打算 
处 理 拥 有 11、12 或 13 条 边 的 火柴 棍 几 ， 继 续 扩 充 火 柴 棍 网 的 列表 。 
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7* 环 的 挑战 


H 


有 无 可 能 ， 一 个 平面 图 形 可 以 铺 成 一 大 片面 积 ， 却 不 能 铺 满 整个 
TÉ? 这 就 是 1968 年 提出 的 “ 黑 施 问题 ”。 

数学 家 对 用 尺 可 能 体 单 的 几何 图 形 铺 满 平面 很 感 兴趣 。 他 们 将 这 些 
平 铺 方法 按 对 称 性 分 类 ， 构造 了 能 发 现 新 平 铺 图 形 的 算法 ， 人 研究 了 只 能 
以 非 周期 形式 平 铺 的 岁 形 ， 等 等 。 除 了 这 些 经 典 问题 以 外 ， 有 些 人 人 研 完 
的 不 是 能 铺 满 整个 平面 的 图 形 ， 而 是 那些 只 能 在 1 个 点 或 者 日 喘 周 围 密 
铺 的 图 形 一 一 这 就 是 环绕 馈 藤 问题 。 在 这 里 ,我们 要 介绍 两 个 这 样 的 问 
题 : 第 一 个 问题 今天 已 被 解决 ， 而 第 二 个 问题 的 解答 只 是 倘 有 进展 ， 整 
体 上 仍然 是 个 迷 。 











o 由 海 因 将: 沃 德 伯 格 的 九 边 形 组 成 的 螺旋 
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我 们 从 一 个 看 似 基 础 的 谜 题 开始 。 给 定 一 个 平面 图 形 或 者 一 块 地 破 
P， 我 们 能 否 用 P 的 复制 品 经 春 它 于 成 一 圈 ， 且 和 传 块 之 间 不 留 下 任何 空 
际 ? 这 样 的 铺 法 至 少 需 要 多 少 块 跟 了 一 样 的 地 契 ? 

一 块 正方 形 地 人 砖 可 以 轻松 地 被 6 块 相同 地 人 砖 包围 ( 见 下 图 a)， 而 
这 也 是 最 小 值 ; 更 好 的 情况 是 长 方形 ， 所 有 长 方形 地 人 砖 都 可 以 被 4 块 形 
状 相 同 的 地 人 砖 包围 ( 图 b); 某 些 形状 的 地 息 甚 至 可 以 被 3 块 与 日 身 形 
状 相 同 的 地 砖 包围 ( 图 c )。 




















e 我 们 能 用 相同 形状 的 地 砖 将 一 块 地 砖 完美 地 围 
绕 起 来 吗 ? 

图 中 展示 了 一 块 方形 地 砖 以 及 围绕 它 的 由 6 块 方 
形 地 传 组 成 的 环 ; 对 于 长 方形 来 说 ， 只 要 4 块 就 
够 了 (图 b)。 攻 些 地 人 砖 只 用 3 块 形状 相同 的 地 人 砖 
就 能 被 包 围 起 来 ( 图 c )。 我 们 能 否 找 到 一 种 地 硫 ， 
只 用 2 块 相同 的 地 人 砖 就 能 组 成 围绕 它 的 一 个 厚度 
不 为 零 的 环 ? 动 西 ， 坚 解决 了 这 个 问题 ， 他 用 到 
了 由 海 因 次 : 沃 德 介 格 在 1936 年 发 现 的 一 系列 
HETE - 


Je cH PAGKUIBEX] MRE COF ER E. Biek 
ik P BJXRIZSPSAESRBUERHE e, EWE, MEEI E P oeie 
P 上 一 点 的 最 小 距离 应 该 总 是 大 于 等 于 e。 如 采 在 围 着 中 心地 候 P (或 
HIRIRA E) 的 地 砖 中 ， 抽 出 1 块 就 会 使 没有 铺 上 地 传 的 区 域 与 中 心 
Ane (或 者 E) 接触 ， 那 么 这 个 地 砖 集合 束 被 视 为 环绕 P (或 者 EE) 的 
hs 


想 知 道 2 块 地 人 砖 P 是 奋 能 构成 围绕 形状 相同 的 中 心地 人 砖 P 的 环 ， 拿 
起 笔 和 纸 试 试看 ! 〈 如 果 没 有 找 出 答案 的 话 ， 请 见 下 图 。) 
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"E 


O 沃 德 伯 格 的 九 边 形 ( 图 a) 能 周期 性 铺 满 平面 ， 也 能 以 螺旋 形 铺 满 平面 ( 见 第 149 
页 图 ) 
2 块 沃 德 伯 格 九 边 形 的 地 砖 能 围 住 1 块 形状 相同 的 地 砖 (图 。)， 其 至 也 能 围 住 2 块 





贴 起 来 的 地 砖 ( 图 了 )。 然 而 ， 这 种 构造 的 环 在 几 个 点 的 位 置 无 限 薄 ， 不 能 令 人 满意 。 
JL * 曼 通 过 改变 沃 德 伯 格 地 砖 的 形状 ,修正 了 这 个 缺陷 (图 g、 图 h 和 图 i). 
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m 黑 施 的 五 边 形 : 单一 的 环 


我 们 要 考虑 的 第 二 个 环绕 镶 艇 问题 来 源 于 一 本 1968 年 发 表 的 德 文 
小 书 ， 数 学 家 海 因 里 希 * 黑 施 (1906—1995) 在 书 中 发 表 了 一 个 出 人 意 
料 的 观察 。 他 展示 了 一 个 五 边 形 ， 角 度 分 别 为 90" 、150° 、90° 、150° 
和 60°， 而 且 有 着 下 面 的 奇怪 性 质 : 一 个 黑 施 五 边 形 可 以 被 6 个 、 7 个 
或 8 个 同样 的 图 形 组 成 的 环 完美 地 围绕 起 来 ， 没 有 重合 也 没有 空 际 ,但 
它 却 不 能 组 成 围绕 第 一 个 环 的 第 二 个 环 。 我 们 很 容易 就 能 验证 图 中 的 例 
子 a、b、c 都 不 满足 这 个 性 质 。 在 每 种 情况 下 ， 我 们 都 可 以 围绕 第 一 个 
环 构造 第 二 个 环 ， 甚 至 可 以 构造 第 三 个 环 、 第 四 个 环 ， 等 等 。 

如 此 一 来 ， 黑 施 的 五 边 形 能 够 在 平面 上 完美 地 平 铺 出 一 定 的 面积 ， 
但 这 个 面积 有 限 ， 不 可 能 平 铺 延伸 这 一 部 分 ， 得 到 更 厚 的 环 ( 见 框 1 中 
的 图 a )。 

证 明 不 可 能 构造 第 二 层 环 ， 需 要 严格 的 推导 ， 其 中 要 对 大 量 情况 进 
行 仔 细 地 分 类 讨论 。 要 说 服 自 己 这 个 结果 是 正确 的 ， 最 简单 的 方法 就 是 
剪 几 块 硬 纸板 试 试 , 几 分 钟 后 ,你 就 不 会 对 这 一 点 有 任何 疑问 了 ! 当然 ， 
今天 我 们 也 可 以 借助 计算 机 程序 完成 彻底 的 实验 ， 确 保 构造 一 层 新 的 环 
是 不 可 能 的 ， 无 须 壮 否 证 明 …… 当 然 ， 证明 是 数学 家 的 事 儿 了 。 

实际 上 ， 黑 施 的 拼 砖 并 不 是 首 例 。 人 们 发 现 ， 德 国 数学 家 瓦尔 特 : 
FRSE 1928 年 提出 的 一 种 形 如 水 滴 的 地 砖 也 具有 相同 特性 。 我 们 可 
以 用 6 块 相同 的 地 砖 将 它 围 起 来 ,但 这 样 构 成 的 环 不 可 能 有 第 二 层 环绕 
( 见 框 1 中 的 图 b )。 

我 们 不 禁 要 问 ， 能 不 能 更 进一步 ， 找 到 这 样 一 种 地 巷 ， 它 不 仅 能 构 
成 一 层 环 ， 还 能 构成 第 二 层 甚 至 更 多 环 ， 却 仍然 无 法 铺 满 整个 平面 ? 

这 个 问题 引出 了 下 面 的 定义 : 当 且 仅 当 与 P 相同 的 地 砖 组 成 厚度 不 
为 0 的 n 层 环 可 以 将 P 围绕 起 来 时 ， 地 砖 P 的 黑 施 数 为 n; 当 但 有 n+1 
层 环 时 ， 却 不 可 能 。 如 果 构 不 成 任何 环 ， 那 么 地 砖 的 黑 施 数 就 是 0。 对 
于 所 有 n， 当 地 砖 P 了 都 能 由 层 环 围 起 来 时 , P 的 黑 施 数 就 是 无 限 。 

黑 施 数 越 大 ， 地 砖 能 铺 出 的 范围 就 越 大 。 接 下 来 的 问题 就 是 ， 人 研究 
那些 能 在 平面 上 铺 成 一 大 片 却 无 法 铺 满 整个 平面 的 形状 。 
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m 黑 施 数 为 1 AIE 


黑 施 数 是 1 的 图 形 都 很 有 趣 ， 找 到 它们 需要 技巧 和 想象 力 。 日 本 
HS ER x] Ar E 2005 年 发 现 了 一 个 黑 施 数 为 1 的 规则 对 称 图 形 。 这 是 
一 个 七 边 形 ， 它 的 内 角 分 别 是 609. 160°, 160°, 100°, 100°, 16094 
160° ( ILHE 1 中 的 图 c )。 

我 们 可 以 证 明 晤 七 边 形 不 能 铺 满 整 个 平面 。 所 以 阿 贺 冈 芳 夫 的 七 边 
形 的 黑 施 数 就 是 有 限 的 。 将 该 七 边 形 记 作 HA， 系 统 的 研究 证 明 ， 有 14 
种 不 同 的 方法 能 作出 围 着 HA 的 环 ( 其 中 2 个 例子 见 框 1 中 的 图 c， 找 
到 其 余 12 种 会 是 个 有 趣 的 谜 题 ) 这 些 环 种 类 繁多 ， 说 明 HA 的 黑 施 数 
至 少 是 1。 多 花 一 点 耐心 ， 就 能 证 明 这 14 种 环 都 不 能 被 另 一 个 环 围 绕 ， 
所 以 ，HA 的 黑 施 数 就 是 1。 

比利时 人 彼 特 : 拉 效 赫 尔 德 什 发 现 了 一 系列 无 限 种 地 砖 ， 其 黑 施 数 
都 是 1。 我 们 以 £ 个 角 的 规则 星 形 为 起 点 ， 其 中 必须 是 奇数 。 这 就 决 
定 了 一 个 形状 ， 它 跟 目 己 贴 在 一 起 就 构成 了 我 们 要 寻找 的 地 砖 ( 图 d). 
这 个 构造 的 特点 在 于 ， 构 建 第 一 层 环 需要 的 砖 块 数 是 上 + 2。 所 以 ， 对 
于 所 有 这 样 的 上 ， 都 有 一 种 地 砖 可 以 履 盖 原来 地 砖 上 + 3 倍 面积 的 地 面 ， 
履 闭 形状 近乎 圆 形 , 是 没有 空 际 , 但 它 不 能 铺 满 无 限 的 平面 。 也 就 是 说 ， 
一 块 地 人 砖 能 铺 满面 积 比 自己 大 很 多 的 圆 形 ， 但 仍 无 法 保证 它 能 铺 满 整个 
AE qfi 














一 层 环 可 以 ， 两 层 环 不 行 


Lej 
下 面 是 黑 施 数 为 1 的 几 种 地 砖 〈 绿 色 部 分 ) 的 例子 。 我 们 可 以 围绕 一 块 
地 砖 ， 用 相同 形状 的 儿 块 地 砖 拼 成 一 个 厚度 不 为 0 的 环 ， 却 不 能 用 第 二 层 环 将 
它们 围 起 来 。 
a: 1968 年 由 海 因 里 希 : 黑 施 发 现 的 地 砖 ， 以 及 它 构成 环 的 3 种 方式 。 
b: 德国 数学 家 瓦尔 特 ' 利 获 曼 的 水 滴 (1928 年 )。 
c: 阿 资 冈 芳 夫 的 优美 七 边 形 (2005 年 )。 
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d: 彼 特 : 拉 效 赫 尔 德 什 构造 一 系列 无 限 个 黑 施 数 为 1 的 地 砖 的 通用 方法 。 
e: 马克 ' 汤普森 以 正 多 边 形 为 起 点 构造 的 黑 施 数 为 1 的 地 砖 。 


! Wwenls E=150 在 = .60 AB-AESED-?BC Tth "'w 
A 
ÁsGU BstsfsGsisU É«Ds100 
6 B  AB-BÜSCDSEFEFG-SGA 
有 14 种 构造 环 的 方法 〈 右 方 是 
F C 其 中 的 2 种 )。 
E D 


1*9 


n = 环 中 地 砖 的 数目 


LEN 
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d 


m 黑 施 数 为 2 或 者 3 的 地 砖 


直到 1991 年 ， 人 们 才 首 次 发 现 黑 施 数 超 过 1 的 地 砖 。 美 国 纽约 州 
立 大 学 奥 尔 巴 尼 分 校 的 安娜 ， 方 丹 提出 了 一 整个 系列 这 样 的 地 砖 。 这 种 
U 形 的 地 砖 可 以 被 两 层 环 围绕 起 来 ， 却 不 能 套 上 第 三 层 ( 见 框 2 中 图 a 
和 图 b )。 


2003 年 ， 格 伦 . 罗 获 在 美国 新 泽 西 州立 罗 格 斯 大 学 就 读 博 士 时 ， 
研究 了 将 正方 形 沿 着 边 拼 起 来 得 到 的 石 块 ， 这 样 的 形状 又 叫 作 “多 连 方 
块 "。 他 逐一 测试 了 这 些 多 连 方 块 ， 直 到 找到 其 中 有 意思 的 组 合 。 罗 效 
由 此 编写 了 一 个 程序 ， 能 确定 黑 施 数 为 2 的 最 小 多 连 方块 ( 框 2 中 的 
图 c )。 这 个 最 小 的 多 连 方块 由 11 个 正方 形 组 成 ， 只 有 3 种 方法 能 拼 成 
两 层 环 。 这 些 方法 的 差异 在 于 其 中 2 块 地 砖 的 位 置 。 

在 安娜 : 方 丹 找到 无 限 个 黑 施 数 为 2 的 地 砖 的 同一 年 ， 一 位 美国 数 
学 爱好 者 罗伯特 : 安曼 发 现 了 一 种 黑 施 数 为 3 的 地 砖 ， 他 还 完成 了 数 个 
关于 平面 密 铺 的 重要 发 现 。 这 是 一 种 正六 边 形 ，2 条 边 种 陷 了 下 去 ， 另 
外 3 条 边 则 各 凸 起 了 一 块 。 这 个 凹陷 ， 比 如 三 角形 的 凹陷 ， 可 以 跟 其 他 
凸 起 完全 吻合 〈 见 框 3 的 图 a )。 推 广 这 类 构造 后 ， 人 们 才 知 道 怎 么 超越 
黑 施 数 为 3 的 纪录 。 

美国 华盛顿 大 学 的 凯 西 . 曼 在 2001 年 于 阿肯色 大 学 就 读 博 士 时 ， 
为 寻找 黑 施 数 超过 3 的 地 砖 ， 对 铺 满 平面 的 图 形 中 的 凹陷 和 凸 起 进行 了 
系统 性 研究 。 

他 感 兴 趣 的 形状 有 3 种 : 由 正方 形 沿 着 边 拼 起 的 组 合 ( 多 连 方块 )、 
由 正六 边 形 拼 起 的 组 合 ， 以 及 由 等 边 三 角形 拼 起 的 组 合 。 

在 这 些 形状 的 某 些 边 上 添加 互补 的 上 同 起 和 四 陷 ， 往 往 能 得 到 黑 施 数 
超过 2 的 地 砖 ， 凯 西 . 曼 把 它们 称 为 “多 连 形 ”。 












































ES 








安娜 ， 方 丹 率 和 匈 发 现 了 黑 施 数 为 2 的 地 人 砖 。 图 a 展示 了 其 一 般 形 式 ， 它 能 
生成 无 限 种 地 砖 。 图 b 展示 了 组 成 两 层 环 (但 不 能 组 成 三 层 环 ) 的 不 完全 平 铺 。 
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图 c 展示 了 黑 施 数 为 2 的 最 小 多 连 方块 ， 以 及 3 种 铺 成 两 层 环 的 方法 ， 它 
们 之 间 的 差异 仅 在 于 2 块 地 砖 的 位 置 ( 黄色 部 分 )。 这 种 地 砖 是 在 格 伦 : 罗 效 编 
写 的 程序 的 帮助 之 下 找到 的 。 








b+f+h=d a+e=c+g a<c 
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B 不 断 超 越 ! 


有 一 种 结果 能 证 明 相 关 方 法 的 确 有 用 ， 而 且 肯 定 大 有 可 为 : URP 
是 一 个 多 连 形 ，n RHA bE, m RWA SCEA, H m ANSE 
d n, HE P 的 黑 施 数 就 是 有 限 的 《了 无 法 铺 满 整个 平面 )。 

这 个 结果 给 出 了 一 种 枚 举 法 ， 这 种 方法 能 枚 举 不 能 铺 满 整个 平面 的 
企 块 ， 作 为 可 以 超越 安曼 纪 录 的 修补。 为 外 ， 安 曼 的 地 人 砖 也 是 一 个 多 连 
É, BI m= 3, n=2 的 六 边 形 。 

将 个 六 边 形 连 在 一 起 ， 并 加 上 2k 个 凸 起 和 2k+ 1 个 凹陷， 得 到 
的 特殊 情况 ( 称 为 “Kk - 六 边 形 柱 ”) 能 超越 安曼 的 纪录 。 饥 西 * SUE 
了 2 -六 边 形 柱 和 3 -六 边 形 柱 的 畦 施 数 痢 是 4， 而 当 > 3 时 ,kk- 六 边 
形 柱 的 黑 施 数 是 5( 见 框 3 中 的 图 c )。 

央 西 ， 曼 继续 系统 性 的 研究 ， 答 试 根 据 墨 施 数 来 枚 举 各 种 多 连 形 。 

这 个 项 目 很 困难 ， 因 为 即使 边 数 不 多 ， 放 置 巴 起 和 凹陷 的 可 能 组 合 
数 也 极其 庞大 。 对 它们 的 计数 已 耗费 了 数 干 小 时 。 














m 每 个 黑 施 数 都 有 对 应 的 地 砖 吗 ? 


截至 本 书 出 版 之 日 ， 黑 施 数 为 的 纪录 还 没有 被 打破 ， 但 根据 咒 西 . 
曼 的 说 法 ， 这 是 述 早 的 事 。 因 为 ， 他 认为 对 于 所 有 n， 都 能 找到 黑 施 数 
KF n Bye - 

这 个 猜想 肯定 了 具有 任意 大 墨 施 数 的 地 砖 的 存在 ， 在 有 头 平 铺 的 几 
何 问题 中 ， 这 是 最 困难 的 问题 之 一 。 它 与 平 铺 理论 的 另 一 个 重要 问题 有 
关 ， 而 后 者 目 身 也 悬而未决 。 

这 个 重要 问题 是 : 确定 某 块 给 定 的 地 人 砖 能 否 铺 满 平面 一 一 为 了 俐 化， 
我 们 假定 地 砖 是 多 边 形 ; 以 及 找 出 一 种 算法 , 每 当 输 入 一 个 这 样 的 地 砖 ， 
算法 都 能 计算 出 它 能 否 铺 满 平 面 ( 当然 ， 计 算 不 能 出 错 )。 在 给 定 有 限 
个 多 边 形 地 砖 ， 和 尝试 确定 它们 能 否 铺 满 平面 的 情况 下 ， 管 双 是 已 知 的 : 
不 存在 能 完成 这 项 工作 的 算法 。 
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“多 块 地 人 砖 平 铺 方式 的 不 可 判定 性 ”是 由 美国 人 罗伯特 伯 杰 在 
1966 年 证 明 的 。 


对 于 单 块 地 砖 来 说 ， 管 案 则 是 未 知 的 : 人 们 不 知道 是 否 存 在 一 个 不 
会 出 错 的 程序 ， 能 够 指出 条 个 多 边 形 地 人 砖 能 否 铺 满 整个 平面 。 

然而 人 们 证 明了 ， 如 采 一 块 多 边 形 地 人 巷 的 平 铺 问题 不 可 判定 ， 那 么 
黑 施 数 束 不 存在 有 限 的 上 界 。 假 如 和 人们 能 解决 有 关 多 边 形 平 铺 平 面 的 算 
法 判定 问题 ， 也 许 束 能 解决 天 于 洒 施 数 的 猜想 。 

人 们 研究 过 许多 黑 施 问题 的 变 体 ， 其 中 有 些 问 题 已 被 彻底 解决 。 

球面 上 的 已 知 结果 很 少 。 最 领先 的 结果 是 一 种 黑 施 数 为 3 HJ , 
它 是 内 角 为 75” 的 等 边 三 角形 。 在 维度 大 于 等 于 3 的 欧 几 里 得 空间 中 ， 
我 们 知道 怎么 限制 黑 施 数 ( 只 要 添加 是 起 和 四 陷 )， 但 到 目前 为 止 ， 人 
们 还 没有 找到 黑 施 数 超过 5 的 图 形 。 

如 朱 不 在 欧 几 里 得 平面 上 ， 而 是 在 双 曲 平面 上 的 话 ， 俄 罗斯 科学 院 
的 阿 列 克 谢 ， 塔 拉 索 夫 在 2010 年 证 明了 ， 砖 块 的 黑 施 数 可 以 是 要 多 大 
有 多 大 的 有 限 数 .。 黑 施 的 问题 在 双 曲 平面 上 比 在 欧 几 里 得 平面 上 更 简单 ， 
这 相当 奇怪 ! 

为 什么 有 些 问 题 的 陈述 很 镜 单 一 一 所 有 人 部 能 昕 明白 ,但 题目 本 号 
却 那 么 困难 呢 ?” 为 什么 我 们 的 机 可 强大 到 每 秒 能 探索 数 百 万 种 组 合 ， 却 
无 法 更 快 地 阐明 这 些 问 题 ? 

这 承 是 数学 最 诛 奥 的 秘密 之 一 ， 这 也 是 数学 令 人 着迷 、 雷 有 魅力 的 
地 方 : 即使 行走 在 已 被 人 类 征服 的 领域 中 ， 每 走 一步 也 可 能 遇 到 意 想 不 
到 的 隐 但 ， 需 要 几 天 、 几 个 月 、 几 年 甚至 几 个 世纪 的 努力 才能 把 它 路 越 。 























































gA crise o 


2S B AE BRE - 安曼 在 1991 年 发 现 了 第 一 个 黑 施 数 为 3 的 地 人 砖 ( 图 a )。 
JL * 坚 在 2001 年 于 美国 阿肯色 大 学 就 读 博 士 时 打破 了 这 个 纪录 ， 他 构造 了 一 
种 地 人 砖 ( 图 b )， 能 组 成 四 层 环 ( 黑 施 数 为 4 )。 

最 后 ， 到 目前 为 止 ， 世 界 纪录 还 是 由 山西 曼 发 现 的 一 种 地 人 砖 CE c), € 
的 勒 施 数 为 5。 这 种 地 人 砖 可 以 无 限 延伸 ( 可 以 将 它 任意 延长 )， 只 要 它 由 至 少 4 
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个 以 六 边 形 为 基础 的 形状 组 成 ， 其 黑 施 数 就 是 5. 
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手工 几何 学 


6 位 数学 家 证 明了 总 是 存在 一 种 旋转 训 分 ， 可 以 将 一 个 给 定 多 边 形 
转换 为 另 一 个 面积 相同 的 多 边 形 。 





涡 分 问题 是 广 受 数 学 爱好 者 欢迎 的 趣 题 之 一 : 将 几何 形状 切 开 ， 然 
后 将 得 到 的 碎 块 重新 拼 成 男 一 个 图 形 。 哈 里 : 林 格 伦 (1912—1992 ) 是 
剖 分 问题 的 行家 里 手 ， 他 的 继承 者 是 格雷 格 " 弗 雷 德里 克 森 ， 二 人 的 著 
作 中 充满 了 无 比 精妙 的 几何 奇观 。 

这 里 有 一 个 基本 问题 : 给 定 A 和 了 B 两 个 面积 相等 的 多 边 形 ， 是 否 
必定 存在 一 个 A 的 谢 分 可 以 组 成 B? 从 1814 年 起 ， 人 们 就 知道 答案 是 
肯定 的 ， 这 个 结果 来 自 劳 里 ， 后 来 又 被 华 莱 士 、 博 有 部 全 、 格 温 各 自 独 
立 发 现 ， 于 是 ， 这 个 定理 被 称 为 “ 劳 里 - 华 莱 士 - MSept- 格 温 定 理 ”， 
我 们 就 将 它 简称 为 “ 劳 里 定理 "”。 其 证 明 相 当 人 简单 ， 只 需要 几 句 话 和 几 
lids] ( 见 框 2 )。 

某 些 谢 分 有 着 特殊 性 质 : 剂 分 得 到 的 多 边 形 可 以 借助 贸 链 ， 在 顶点 
处 连接 起 来 ; 只 需 简 单 地 转动 这 些 连 在 一 起 的 分 块 ， 就 能 从 最 初 的 多 边 
形变 换 成 第 二 种 多 边 形 。 这 就 是 所 谓 的 “旋转 谢 分 ”， 其 中 最 著名 的 是 
由 享 利 * 杜 登 尼 在 1902 年 提出 的 例子 : 正方 形 可 以 变 为 等 边 三 角形 C 见 
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上 页 图 )。 弗 雷 德里 克 森 为 旋转 前 分 写 了 两 本 书 。 我 们 也 能 将 正方 形变 
成 八 边 形 ， 而 那些 癌 欢 做 手工 的 数学 家 利用 这 种 可 能 性 ， 制 造 了 一 些 可 
以 变形 的 架子 ( 见 框 1 )。 

于 是 ， 和 然而 然 又 出 现 了 一 个 棘手 的 问题 ， 直 到 最 近 它 才 被 解决 : 
对 于 所 有 面积 相等 的 多 边 形 对 A 和 B， 是 否 存在 一 个 旋转 剖 分 能 将 A 
变换 成 B ? 

雷 德里 克 森 人 处理 过 大 量 特殊 情况 ， 他 认为 答案 是 肯定 的 。 然 而 ， 
要 证 明 这 个 普遍 情况 的 问题 似乎 很 难 ， 尽 管 “ 计 算 几 何 ” 专 家 们 对 此 投 
和 了 大 量 精力 , 问题 仍然 没有 解决 。 计 算 几 何 是 一 个 非常 严肃 的 新 课题 ， 
它 源 自 计算 机 领域 寻找 优秀 算法 来 自动 处 理 图 像 和 图 形 的 需求 。 有 趣 的 
是 ， 这 些 需 求 竟然 与 痢 分 问题 爱好 者 的 娱乐 目的 殊途同归 。 

现在 ， 人 们 终于 得 出 了 结论 。 一 个 6 人 研究 团队 给 出 了 证 明 , 这 6 
个 人 都 来 自 赫 赫 有 名 的 研究 机 构 ， 他 们 是 美国 及 省 理工 学 院 的 带 莫 西 - 
阿 博 特 、 埃 里 克 ' 德 曼 和 马丁 德 曼 ， 美国 哈佛 大 学 的 扎 卡 里 : 埃 布尔 
和 斯 科 特 ' 科 迈 纳 斯 ， 以 及 美国 波士顿 大 学 的 戴 维 : 查 尔 顿 。 他 们 发 表 
的 相关 论文 就 叫 《 旋 转 齐 分 存在 》( Hinged Dissections Exist ). 


证 明 建 立 在 一 系列 精巧 的 想法 之 上 ， 我 们 可 以 利用 论文 中 仔细 画 出 
的 几 个 图 来 理解 总 体 思 路 。 也 许 大 家 要 问 : 证 明 中 那些 复杂 的 细 方 ， 能 
不 信 助 图 来 表述 吗 ? 这 是 一 个 初等 几何 学 的 证 明 ， 这 个 证 明 很 难 被 完全 
形式 化 ,但 形式 化 之 后 ， 就 可 以 用 计算 机 辅助 证 明 工 具 ( 能 检查 证 明 的 
一 种 程序 ) 来 验证 。 













































1 .贝尔 纳 . 拉 产 纳 的 宝 子 
住 在 法 国 波 城 的 贝尔 纳 . 拉 兰 纳 是 一 位 航空 技术 工程 师 ， 他 制造 了 一 张 课 
亮 的 果子 ， 其 中 用 到 了 从 正方 形 到 正八 边 形 的 旋转 齐 分 。 剂 分 链条 沿 痢 条 面 上 

的 一 系列 凹 槽 展开 ,根据 其 折 县 的 不 同方 回 ,就 能 得 到 正方 形 或 正八 边 形 的 先 面 。 


参见 www.cs.purdue.edu/homes/gnf/book2/Booknews2/lalanne.html。 
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正方 形 的 桌子 
正八 边 形 的 桌子 





QT 


<o g — 展开 的 剖 分 链条 


外 .一 一 





劳 里 定理 





两 个 面积 相等 的 多 边 形 A MB 可 以 通过 前 分 互相 转换 。 想 将 多 边 形 A AE 
成 正方 形 ， 再 同样 通过 放 分 将 正方 形变 成 另 一 个 多 边 形 B， 这 一 过 程 的 算法 
如 下 。 

1. 将 第 一 个 多 边 形 切 成 三 角形 。 

2. 将 每 个 三 角形 变换 为 长 方形 ( 这 种 切 分 方法 对 所 有 三 角形 都 成 立 ， 因 为 





在 所 有 三 角形 中 ， 至 少 有 一 条 高 与 对 边 相 交 )。 

3. 将 长 大 于 宽 的 4 倍 的 长 方形 变换 为 长 小 于 宽 的 4 倍 的 长 方形 。 

4. 将 每 个 长 方形 变 成 正方 形 〈 这 种 切 分 方法 只 有 在 长 方形 的 长 小 于 宽 的 4 
倍 时 才 成 立 ， 这 就 是 必须 有 步骤 3 的 原因 )。 

5. 将 正方 形 两 两 组 合 在 一 起 ， 直 到 得 到 一 个 大 正方 形 。 

6. 用 同样 的 方法 处 理 第 二 个 多 边 形 。 

7. 将 多 边 形 A 变换 成 正方 形 所 需 的 切 痕 和 多 边 形 B 变换 成 正方 形 所 需 的 
切 痕 重合 在 一 起 。 根 据 之 前 的 构造 ， 沿 着 这 些 切 猴 切 出 的 分 块 可 以 重新 拼 成 A. 
fll B; 























162 è 第 三 部 分 图 与 几何 的 游戏 





m 图 画 中 的 巧妙 证 明 


为 了 完成 证 明 ， 效 学 家 又 一 次 构思 并 发 展 了 一 个 新 的 技巧 。 

我 们 来 看 看 这 个 证 明 的 主要 思想 。 给 定 两 个 面积 相同 的 多 边 形 A 
MB, RIK ENIF (AEREE), Eís A 的 分 块 能 重新 拼 成 B。 
要 做 到 这 一 点 ， 我 们 可 以 利用 诸如 1814 年 的 劳 里 定理 提供 的 方法 ， 它 
不 仅 告诉 我 们 A 可 以 通过 前 分 变 成 B ,而 且 详细 叙述 了 怎么 做 到 这 一 点 : 
这 个 证 明 是 “构造 性 ”的 。 
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然后 我 们 任意 在 A 的 分 块 之 间 加 上 铵 链 ， 使 得 它们 连 成 一 个 整体 
( 铵 链 被 放置 在 前 分 分 块 的 顶点 处 )。 d (EL LR br B 的 分 块 连接 起 来 ， 
使 得 B 的 所 有 分 块 同 样 连 成 一 个 整体 。 因 为 可 以 对 A 或 者 B 加 入 任意 
的 铵 链 ， 所 以 我 们 可 以 假设 A 和 B 两 个 组 合用 到 的 铵 链 个 数 相 等 (我 
们 之 后 会 看 到 ， 这 些 匀 链 是 可 以 移动 的 ) 

在 这 一 步 ，A MB 的 分 块 是 相同 的 ， 但 根据 之 前 的 流程 ， 除 非 运 气 
出 奇 地 好 , 否则 将 它们 连 起 来 的 铵 链 并 不 一 样 : 将 A 旋转 并 不 会 得 到 B. 
反 过 来 也 一 样 。 

然而 ， 如 果 这 些 贸 链 一 一 按照 定义 ， 它 们 附着 在 A 的 分 块 的 顶点 
上 一 一 可 以 沿 着 分 块 的 边沿 滑动 的 话 ， 那 么 我 们 就 能 逐步 将 它们 移动 到 
TE B 的 分 岂 上 应 有 的 位 置 。 铵 链 沿 着 边 的 移动 给 出 了 一 种 方法 ， 通 过 旋 
ENPÉ A 变 成 B。 这 样 的 解法 并 不 令 人 满意 ， 也 不 能 解决 问题 …… 除 
非 我 们 可 以 通过 旋转 剖 分 完成 等 价 于 铵 链 移动 的 操作 。 

新 定理 的 主要 思想 ， 就 是 证 明 进 一 步 剖 分 某 些 分 块 ， 可 以 得 到 等 价 
于 铵 链 移 动 的 效果 。 只 要 将 A AB 的 剖 分 切 得 更 细 ， 我 们 就 能 得 到 等 
价 于 匀 链 逐步 移动 的 效果 ， 也 就 是 说 ，A 可 以 通过 旋转 齐 分 变 成 B， 定 
理 就 这 样 得 到 了 证 明 。 

能 够 移动 匀 链 的 剖 分 方法 ， 建 立 在 一 个 简单 的 操作 之 上 ( 见 框 ): 
我 们 在 想 要 移动 的 铵 链 所 处 的 顶点 附近 控 一 个 小 洞 ， 从 中 抽取 由 等 腰 三 
角形 组 成 的 一 条 纽带 。 这 条 延伸 的 纽带 可 以 让 贸 链 移动 到 新 的 顶点 处 国 
定 。 在 我 们 希望 进行 的 匀 链 移动 路 径 上 作出 形状 相同 的 剖 分 ， 就 能 得 到 
另 一 条 与 之 前 形状 完全 相同 的 纽带 ， 可 以 填 满 之 前 挖 出 的 洞 。 第 一 条 纪 
带 用 于 将 在 移动 匀 链 时 削 去 的 边 恢复 原状 。 这 里 要 花 点 精神 研究 ， 但 这 
个 证 明 的 本 质 就 在 这 里 ， 只 要 仔细 看 看 图 示 ， 每 个 人 都 能 理解 。 




















转 训 分 


我 们 来 看 看 旋转 剂 分 定理 证 明 的 核心 部 分 : 我 们 希望 去 掉 a-b AAIE HE, 
移 走 村 色 的 分 块 ， 并 将 它 连接 到 米色 分 块 的 5 处 。 

要 做 到 这 一 点 ， 我 们 移 勇 出 一 条 由 等 腰 三 角形 组 成 的 纽带 〈 用 检 色 表示 ) 只 

甬 得 足够 细 ， 我 们 就 能 从 a 点 附近 挖 出 的 一 个 任意 小 的 洞 里 辫 出 任意 长 的 纽带 。 


m 的 旋 
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同时 ， 在 我 们 希望 让 贸 链 移动 的 路 径 上 ， 静 出 跟 之 前 拆 下 来 的 纽带 形状 完 
全 相同 的 为 一 条 纽带 ( 用 米色 表示 ) 然后 将 标 色 的 纽带 展开 , 代替 米色 的 纽 市 ， 
从 而 移 走 标 色 的 分 块 。 将 米色 纽带 折 肚 好 之 后 ， 我 们 将 它 放 在 刚才 在 经 过 移动 
的 标 色 分 块 上 挖 出 的 洞 里 。 通 过 构造 一 个 比 一 开始 更 精细 的 旋转 训 分 ， 就 完成 
了 移动 匀 链 的 等 价 操 作 。 


b’ 
a 
b 
a7 p 
b 
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B 一 步 之 过 


如 果 我 们 刚才 看 到 的 束 是 证 明 的 梗概 ,那么 其 中 就 有 几 个 被 忽略 的 
难点 ， 而 论文 作者 当然 在 论文 中 对 此 进行 了 细致 的 处 理 。 


第 一 个 被 忽略 的 难点 就 是 ， 必 须 保证 在 挖 洞 之 后 抽出 来 的 纽带 可 以 
在 每 部 分 不 交叉 的 条 件 下 展开 ， 也 就 是 说 ， 展 开 时 不 能 “ 卡 住 ”"。 我 们 
之 前 没有 强调 这 一 点 ， 但 很 显然 ， 对 于 一 个 合理 的 旋转 前 分 来 说 ， 造 出 
来 就 必须 能 正常 转动 。 所 以 ， 铵 链 连 接 和 分 块 的 移动 必须 能 使 一 个 多 边 
形变 为 另 一 个 , 在 过 程 中 不 能 卡 住 ， 因为 塑料 或 者 木 块 可 不 能 互相 穿 过 。 

论文 的 作者 证 明了 ， 如 果 人 允许 更 多 的 切割， 那么 移动 中 就 不 会 出 现 
卡 住 的 情况 。 实 际 上 ， 他 们 证 明了 下 面 这 个 更 普遍 的 结论 : 如 果 我 们 可 
以 找到 一 个 带 有 铵 链 的 剖 分 能 将 多 边 形 A 变 成 多 边 形 B， 而 这 样 的 移动 
需要 让 分 块 之 间 相互 穿 透 的 话 ， 那 么 就 存在 一 个 带 有 铵 链 的 前 分 ， 能 将 
A 变 成 B， 但 分 块 之 间 不 需要 相互 穿 透 。 所 以 不 要 担心 流程 中 的 纽带 似 
乎 会 卡 住 ， 只 要 多 切 几 刀 ， 就 能 达到 所 需 的 灵活 性 ( 见 框 4)。 

我 们 在 讲述 这 个 新 证 明 时 忽略 的 第 二 个 难点 ， 就 是 移动 一 个 饺 链 所 
需 的 额外 切割 不 能 妨碍 甚至 阻止 之 后 移动 第 二 个 饺 甸 、 第 三 个 匀 链 ， 等 
等 。 我 们 可 以 用 多 重 纽带 的 方法 足够 严谨 地 处 理 这 个 难点 ， 该 方法 是 对 
之 前 移动 一 条 饺 链 方法 的 推广 。 

这 些 难点 组 成 了 对 普遍 情况 的 证 明 ， 它 对 于 所 有 多 边 形 都 有 效 。 这 
个 证 明 只 涉及 初等 几何 学 的 思想 ， 这 也 说 明了 ， 即 使 在 今天 ， 在 这 个 拥 
有 超过 三 千年 历史 的 学 科 中 ， 我 们 仍然 能 够 发 现 美妙 的 结果 。 跟 人 们 有 
时 说 的 相反 ， 平 面 几 何 并 不 是 一 门 枯死 的 学 科 ， 也 不 像 一 些 人 的 想法 那 
样 ， 将 问题 转化 为 稍 卡 儿 坐 标 不 会 使 之 变 得 显而易见 。 









































Bk 个 多 边 形 的 推广 


6 位 研究 者 提出 的 结 来 其 至 更 深入 。 这 个 团队 证 明了 ， 给 定 K 个 面 
积 相 同 的 多 边 形 P, P, …, Pi， 和 存在 一 个 Pi 的 旋转 训 分 ， 能 变换 为 P,、 
P3， 其 至 列表 中 的 任意 一 个 多 边 形 。 
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人 们 早 就 知道 在 单纯 训 分 〈 没 有 贸 链 链接 ) 的 情况 下 类 似 的 结 
因为 只 需要 将 不 同 的 放 分 重 登 起 来 就 可 以 轻松 证 明 : 如 有 果 我 们 有 一 个 剂 
分 能 将 P 变 成 Q， 而 另 一 个 能 将 Q EJ R, BAK Q 的 两 个 训 分 图 重 
车 起 来 ( 这 会 产生 一 个 分 块 非常 多 的 剖 分 图 ， 但 这 无 所 请 ! )， 我 们 就 
得 到 了 一 个 能 同时 给 出 P、Q 和 R 的 剖 分 。 重 复 这 个 过 程 ， 我 们 就 能 得 
到 关于 个 面积 相同 的 多 边 形 Pi, P,,…, Pi 的 结果 。 

很 不 巧 ， 在 旋转 训 分 的 情况 下 不 能 照搬 之 前 的 推导 。 所 以 ， 从 2 个 
多 边 形 推导 出 大 个 多 边 形 的 结论 需要 另 一 项 特别 的 工作 ， 而 据 这 些 研 究 
者 称 ， 这 部 分 就 是 他 们 的 研究 中 最 兄长 、 最 困难 的 几 点 之 一 。 用 在 一 般 
情况 的 证 明 中 的 剖 分 方法 可 以 通过 编程 实现 ， 而 如 果 用 程序 完成 的 话 ， 
那么 对 于 任意 事先 给 定 的 多 边 形 Pi, Pao …, Pi， 我 们 都 能 目 动 得 到 对 应 
的 旋转 训 分 。 然 而 直接 应 用 这 个 定理 ， 会 使 所 需 的 分 块 数 和 匀 链 数 随 着 
放置 多 边 形 顶点 的 网 格 大 小 而 呈 指 数 式 增长 。 于 是 ， 这 些 人 研究 者 希望 优 
化 他 们 的 切割 和 贸 接 方法 ， 他们 又 一 次 用 到 了 优美 而 专业 的 想法 ,证明 
了 我 们 可 以 避免 分 块 数 的 指数 增长 。 

不 过 也 要 注意 到 ， 虽 然 减 少 分 块 数 是 个 有 趣 的 问题 ， 但 是 其 一 般 框 
架 产 生 的 结果 也 不 至 于 因此 成 为 最 优 的 旋转 剖 分 。 

雷 德里 区 条 书 中 摘 述 的 那些 旋转 放 分 ， 只 需 分 割 成 窗 窗 儿 块 ， 而 
上 且 常常 是 最 优 的 , 比 起 6 位 研究 者 的 理论 框架 生成 的 那些 旋转 谢 分 来 说 ， 
它们 当然 更 加 经 济 : 在 数学 中 ， 普 裔 性 的 代价 常 弟 是 精细 度 。 能 高 效 得 
出 最 优 旋 转 剖 分 的 算法 仍 有 待 发 现 一 一 这 是 计算 几何 提出 的 谜 题 之 一 ， 
那些 认为 平面 几何 的 所 有 内 容 都 很 简单 的 人 ， 疏 人 要 接受 挑战 了 。 

如 果 无 法 彻底 解决 最 优 剂 分 的 问题 ， 那 么 还 有 男 一 个 有 趣 而 目 然 的 
问题 。 可 能 已 经 有 人 考虑 过 这 个 问题 了 ,在 6 位 研究 人 员 的 论文 结尾 中 
也 提 到 了 这 个 问题 : 在 二 维 中 正确 的 结论 ， 在 三 维 中 仍然 成 立 吗 ? 

更 准确 地 说 ， 在 三 维 中 不 存在 等 价 于 劳 里 定理 的 结果 : 我 们 知道 ， 
某 几 对 体积 相同 的 多 面体 不 能 通过 切 成 有 限 个 小 多 面体 来 重组 并 相互 转 
化 。 在 三 维 的 一 般 情 部 下 ， 劳 里 定理 并 不 成 立 。 举 个 例子 ， 你 无 法 将 立 
方 体 切 成 更 小 的 多 面体 ， 然 后 将 它们 拼 成 正四 面体 。 
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这 个 新 证 明 中 很 重要 的 一 点 ， 就 是 证 明 如 果 一 个 旋转 训 分 会 因为 某 些 分 块 
互相 穿 过 而 卡 住 的 话 ， 那 么 ， 通过 再 进一步 的 前 分 ， 我 们 就 能 得 到 男 一 个 更 精 
细 但 不 会 卡 住 的 旋转 剖 分 。 图 a 展示 了 一 个 例子 : 我 们 将 最 大 的 分 块 切 开 ， 然 
后 加 上 一 个 贸 链 。 

对 于 更 环 手 的 情况 ， 我 们 会 用 到 图 b 所 示 的 “链条 化 ”: 将 卡 住 的 旋转 剂 
分 转化 为 为 一 E 其 中 只 包含 EE o 
一 点 ， 我 们 将 每 个 多 边 形 切 成 三 角形 ， 再 将 每 个 三 角形 分 割 成 3 个 三 角形 ， 
ee = 组 成 一 根 纽带 。 


m 布尔 但 特 问 题 之 一 : ZB 


话说 回来 ， 这 个 体积 相同 的 多 面体 的 剖 分 问题 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 在 
1900 年 提出 的 23 个 问题 中 的 第 三 个 ， 并 且 是 第 一 个 被 解决 的 。 给 出 解 
答 的 是 希 尔 伯 特 的 学 生 马 克 斯 . 德 恩 (1878 一 1952 )。 他 描述 了 一 种 方 
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法 ,可 以 赋予 每 个 多 面体 一 个 数字 , 今天 这 个 数字 被 称 为 “ 德 恩 不 变量 ”。 
德 恩 证 明 ， 如 果 两 个 多 面体 的 德 恩 不 变量 不 相同 ， 那 么 就 不 可 能 用 多 面 
体 剖 分 的 方法 将 一 个 多 面体 变 成 另 一 个 。5 个 正 多 面体 的 德 恩 不 变量 各 
不 相同 ， 所 以 永远 不 可 能 用 多 面体 训 分 的 方法 将 其 中 一 个 多 面体 变 成 另 
一 个 。1965 年 ， 西 德 勒 证 明了 德 恩 定理 的 逆 命 题 ， 如 果 两 个 多 面体 的 
体积 和 德 恩 不 变量 都 相同 ， 那 么 存在 一 种 多 面体 剖 分 方法 ， 能 将 其 中 一 
个 多 面体 变 成 另 一 个 。 

知道 了 这 一 点 之 后 ， 三 维 的 旋转 齐 分 问题 就 变 成 了 :“ 如 果 两 个 多 
面体 有 着 相同 的 体积 和 德 恩 不 变量 ， 是 否 总 是 存在 一 种 旋转 前 分 方法 ， 
可 以 将 其 中 一 个 多 面体 变 成 另 一 个 ”在 这 个 情况 中 ,旋转 ”的 意思 是 ， 
剂 分 得 到 的 小 多 面体 被 一 些 固定 在 整 条 边 上 的 饺 链 连 接 起 来 ， 剖 分 得 到 
的 所 有 分 块 会 连 成 一 个 整体 。 答 案 是 肯定 的 ， 而 在 这 里 ， 证 明 同 样 是 构 
造 性 的 。 假 设 有 一 个 章 分 方法 (没有 连接 起 来 )， 那 么 就 能 给 出 一 个 一 
般 性 的 过 程 , 利用 类 他 在 二 维 情况 中 用 到 的 想法 ， 得 到 我 们 想 要 的 章 分 ; 
在 多 面体 分 块 中 切 分 出 纽带 ， 可 以 达到 移动 饺 链 的 效果 。 

6 位 研究 者 也 在 同一 篇 论文 中 给 出 了 三 维 的 结果 一 一 与 现在 大 部 分 
科学 学 科 的 论文 作者 们 经 常 要 的 把 戏 不 同 ， 他 们 没有 为 了 增加 论文 列表 
的 长 度 ， 就 将 结果 掉 分 到 好 几 篇 不 同 的 文章 里 。 


















































a 55-515 


我 们 不 茶 要 问 ， 这 样 的 结果 有 什么 实际 用 途 吗 ? 答案 没 我 们 想象 
中 的 那么 人 简单。 当然 ， 上 述 部 是 理论 上 的 结果 ， 特 别 是 ， 由 于 这 些 定理 
产生 的 剂 分 并 非 最 优 ， 通 稼 需要 大 量 的 分 其 。 但 是 ， 旋 转 训 分 的 概念 似 
平 在 至 少 两 个 领域 中 很 有 意义 。 在 化 学 中 ， 毛 诚 德 、 塔 里 迪 、 沃 尔 夫 、 
Jh * 怀特 塞北 和 乔治 : 怀特 塞 效 在 2002 年 进行 的 实验 表明 ， 我 们 可 以 
构建 实体 的 分 块 (大 小 在 厘米 量 级 )， 其 几何 形状 对 应 某 个 旋转 齐 分 中 
的 分 类 。 他 们 还 发 明了 一 些 方法 ， 可 以 控制 浸 在 涂 液 中 的 形状 周围 的 化 
学 环境 ， 然 后 根据 需要 变换 旋转 削 分 的 构 型 ( 见 框 5 ), 

这 类 工作 引出 了 旋转 剂 分 在 纳米 科 撤 领 域 中 的 应 用 。 我 们 甚至 可 以 
想象 一 种 复杂 的 交配 结构 ， 根 据 以 化 学 方式 传递 的 信号 ， 应 用 新 定理 或 
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其 变 体 进行 设计 ,变形 为 预先 给 定 的 几 种 有 限 形状 中 的 一 种 ,在 “可 重 构 ” 
机 内 人 领域 ， 通 过 旋转 衣 分 将 一 个 多 边 形 变 成 任 一 个 《甚至 几 个 ) 面积 
相同 的 多 边 形 ， 是 一 个 特别 有 趣 的 结 朱 。 因 为 这 局 发 了 我 们 可 以 设计 基 
于 贸 链 的 机 各 ， 其 中 没有 可 拆 凶 部 件 ， 而 且 可 以 变 为 不 同 的 形状 ， 适 应 
不 同 的 功能 。 

林 格 伦 或 杜 登 尼 可 能 从 未 想到 ， 在 他 们 眼 里 似乎 并 无 深意 的 几何 趣 
局 ， 苋 然 能 市 来 复杂 的 数学 结果 ， 而 且 能 用 在 未 来 的 技术 人 研发 中 。 














国 化 学 与 可 重 构 涂 配 


杜 登 尼 的 旋转 训 分 中 的 多 边 形 被 制 成 了 板 状 , 其 边沿 具有 亲 水 或 下 水 的 性 质 。 
根据 浸泡 板块 的 液体 的 组 分 不 同 ， 要 么 亲 水 边沿 的 相互 吸引 力 更 大 ， 形 成 正方 形 
的 构 型 ( 图 左 )， 要 么 芷 水 边沿 的 相互 吸引 力 更 大 ， 形 成 三 角形 的 构 型 《图 右 ) 

这 些 目 动 装配 结构 是 可 逆 的 ， 也 许 有 一 天 ， 它 会 在 纳米 技术 中 引起 关注， 
这 是 因为 要 在 纳米 技术 中 实现 复杂 结构 ， 目 发 组 织 行为 必 不 可 少 。 





























7 个 杀 水 的 边沿 8 NAKAI 


© TEHRAN 

其 中 借助 了 毛细 现象 。4 块 由 棉线 连接 的 配件 被 放 在 水 与 一 种 与 水 不 相 溶 的 液体 ( 全 
SE) 之 间 的 界面 上 。7 个 亲 水 的 边沿 互相 吸引 ， 使 配件 形成 正方 形 ( 图 左 )。 当 
我 们 在 水 中 加 入 偏 铝 酸 钠 时 ( 这 会 使 液体 密度 增 大 )，8 个 足 水 的 边沿 就 会 互相 徘 近 ， 
形成 一 个 三 角形 ( 图 右 )。 
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利用 计算 机 探索 分 形 的 数学 世 弄 ， 这 门 艺术 惑 像 用 照相 机 探索 世间 


的 于。 





© 热 雷 米 … 布 呈 内 绘制 的 《宝藏 》 
一 个 “ 曼 德尔 布 罗 箱 ”， 是 汤姆 . 洛 在 2010 年 发 现 的 三 维 分 形 ， 而 生成 “ 曼 德 














是 
尔 布 罗 箱 ”所 需要 迭代 的 函数 有 一 个 特殊 之 处 ， 它 用 到 了 空间 的 共 形 变换 ( 保持 角 
度 不 变 的 变换 )。“ 曼 德尔 布 罗 箱 ”丰富 的 结构 和 产生 有 趣 变 体 的 能 力 ， 使 它 成 为 三 
维 分 形 创造 者 最 喜爱 的 公式 之 一 。 这 幅 图 用 到 的 数值 参数 比 "标准 ”公式 的 数值 简单 。 
艺术 家 为 了 得 到 图 像 上 的 和 谐 ， 将 公式 改 得 尽 可 能 精练 ， 同 时 保留 了 产生 大 量 图 案 
的 能 力 。 帮 斯: 莱 斯 的 文章 和 热 雷 米 ' 布 吕 内 的 著作 详细 地 解释 了 “ 曼 德 尔 布 罗 箱 ”。 
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我 们 并 没有 创造 数学 对 象 ， 而 是 发 现 了 它们 。 这 种 想法 符合 数学 的 
实在 主义 上 哲学。 然而， 它们 如 此 变化 多 逆 ， 要 找到 其 中 最 有 趣 的 或 者 最 
关 丽 的 ， 需要 巧妙 的 经 验 和 天 赋 。 

我 们 在 西班牙 格拉 纳 达 的 阿尔 罕 布 拉 写 或 者 在 摩洛哥 马 拉 咯 什 的 巴 
西亚 旺 富里 看 到 的 伊斯兰 几何 汤 饰 图 形 ， 皮 无 疑问 是 大 艺术 家 之 作 。 早 
在 出 现在 吕 增 上 之 前 ， 这 些 数 学 结构 就 已 经 存在 。 人 们 在 无 限 的 可 能 性 
中 选择 美丽 的 图 形 ， 就 成 了 宦 有 创造 性 的 万 术 行为 。 


























a 谁 的 神 来 之 笔 ? 


让 我 们 对 “分 形 图 像 ” 也 采取 同样 的 姿态 ,它们 就 像 净 饰 镶 租 那样 ， 
也 是 由 公式 决定 的 几何 结构 ， 然 后 我 们 来 看 与 此 相关 的 儿 个 问题 。 
a 图 像 的 创作 者 是 编写 程序 的 程序 员 吗 ?程序 员 是 不 是 融 儿 下 键 
盘 ， 选 择 了 一 系列 参数 ， 在 机 融 计 算 之 后 ， 就 输出 了 一 幅 任 何 
人 部 有 可 能 得 到 的 图 像 ? 
a 图 像 的 创作 者 是 发 明了 相关 数 等 公式 的 人 吗 ?” 这 可 是 精细 而 繁 




















重 的 工作 。 
a 计算 工作 和 数学 研究 是 不 是 这 些 壮 观 艺 术 的 来 源 ?” 这 种 艺术 会 
不 会 没有 创造 者 ? 








我 们 对 这 些 问 题 的 回答 都 是 否定 的 ! 

所 有 几何 艺术 ， 包 括 格拉 纳 达 宫 殿中 的 马赛 克 ， 艺 术 作 品 等 同 于 几 
何 对 和 象 或 数学 对 象 ， 但 这 一 点 与 艺术 家 选择 并 展现 了 图 像 这 个 事实 并 不 
玫 眉 ， 因 为 这 需要 努力 、 探 索 ， 还 需要 表现 出 想象 力 。 要 实现 茶 种 可 徘 、 
了 耐久 的 结构 ， 和 擎 握 扩 术 和 细致 工作 必 不 可 少 。 今 天 ， 创 作 过 程 涉及 计算 
机 和 程序 设计 ， 但 我 们 不 应 由 此 抹杀 作品 中 理 仿 的 务 动 。 在 创作 摄影 和 
电影 作品 时 ， 艺 术 家 也 用 到 了 大 量 的 专业 设备 ， 其 中 ， 在 特殊 效果 以 及 
天 于 蜗 度 、 对 比 度 等 参数 的 调整 与 修正 等 方面 ， 计 算 机 也 发 挥 了 重要 作 
用 。 使 用 专业 工具 ， 并 不 说 明 作 品 中 不 包含 郁 动 、 想 象 力 、 天 赋 和 灵感 。 

计算 分 形 的 程序 能 轻松 产生 令 人 震 恢 的 图 像 ， 就 像 数字 照相 机 不 需 
要 拍摄 者 具有 特殊 技能 就 可 以 目 动 对 焦 。 但 只 有 那些 认真 摆 卉 这 些 设备 、 
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探索 其 海 能 的 人 ， 才 是 在 创造 。 

在 评估 计算 机 生成 的 作品 时 ， 还 有 一 个 因素 让 评判 更 为 复 森 : 计算 
机 的 演化 非常 迅速 ， 人 们 很 难 区 分 哪些 是 计算 机 独 目 完成 的 工作 ， 哪 些 
钙 需 要 努力 和 扩 艺 才能 完成 的 工作 。 根 据 摩尔 定律 ， 计 算 机 的 性 能 大 概 
每 5 年 就 会 增长 10 倍 ， 这 让 人 们 能 拧 索 从 前 遥 不 可 及 的 数学 对 象 ， 特 


别 是 三 维 分 形 。 








m 新 的 演化 


从 2010 年 开始 ， 人 们 在 三 维 分 形 的 创造 中 采用 了 困 闵 化 ( 见 框 1 ) 
的 想法 。 由 于 从 平面 到 空间 的 转变 ， 分形 艺术 产生 了 与 现实 世界 相似 的 
形状 ,但 它 更 雅 尾 、 更 丰富 ， 在 几何 上 也 更 完美 。 现 在 ,许多 软件 考虑 
了 新 的 数学 方法 来 创造 分 形 。 真 正 的 创造 者 要 花 时 间 “ 走 迄 ” 这 些 软件 
打开 的 空间 ， 在 其 中 瘟 步 ， 开 尽 上 自己 的 路 ， 用 目光 搜寻 新 的 目标 ， 从 中 
发 现 隐 藏 的 宝藏 。 就 像 摄影 艺术 那样 ， 创 作者 的 视野 属于 他 们 目 己 ， 无 
法 复制 。 热 雷 米 … 布 吕 内 就 是 这 样 的 一 位 艺术 家 ,他 发 表 了 一 本 名 为 
《分 形 艺 术 : WZ WIRY Y (L'art fractal. Aux frontières de l'imaginaire ) 
HJ E. ARPB Fir 150 张 三 维 分 形 的 图 片 ， 展 现 了 新 世界 的 千 姿 
百 态 和 无 尽 美 景 ,， 摄 人 心 饮 。( 部 分 作品 见 框 2。) 作者 主要 用 到 的 软件 
z mandelbulb3D， 它 是 一 位 目 称 “ 杰 西 ”的 匿名 人 士 开发 的 。 布 吕 内 
跟踪 并 影响 了 软件 的 完善 过 程 ， 最 后 输出 的 图 像 连 “ 术 西 ”本 人 都 和 觉 
得 吃惊 。 

布 吕 内 的 相当 一 部 分 图 像 都 是 用 淋 炊 化 方法 得 到 的 。 他 结合 了 “市 
大 ”不 同 的 2~6 个 公式 。 这 种 方法 可 以 考虑 多 个 基础 分 形 ， 然 后 将 它们 
结合 起 来 ( 见 框 1 )。 参 数 的 选择 会 大 幅 改 变 生成 的 数学 对 象 。 布 吕 内 赁 
值 在 三 维 分 形 世 界 中 漫游 的 视频 为 众人 所 知 。 他 利用 三 维 打 印 技术 制造 
的 雕像 让 我 们 一 睹 新 的 数学 形状 ( www.shapeways.com/shops/3dfractals )。 

作品 的 精确 度 、 利 用 相同 算法 产生 的 雅致 的 调和 感 、 近 似 的 复杂 结 
构 、 难 以 捉摸 的 重复 、 根 据 透 视 原 理 在 空间 中 展现 的 组 成 结果 ， 以 及 后 
来 加 入 的 一 系列 精 挑 细 选 的 后 期 效 采 …… 假 如 没有 机 大， 这 些 效 果 都 无 
法 想象 。 
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长 期 以 来 ， 分形 图 像 都 是 二 维 的 ， 即 使 是 三 维 的 ， 也 只 是 来 自 相 关 二 维 方 
法 的 简单 推广 。 特 别 是 ， 人 们 当时 还 不 知道 受 德尔 布 罗 集 在 三 维 空间 中 的 对 应 。 
曼 德尔 布 罗 集 即 复 平 面 中 使 数列 0, 0), AO (其 中 fz) = 地 +c ) 不 会 达到 无 
限 的 常数 ec 的 集合 。 

从 2009 年 开始 ， 出 现 了 一 些 方 法 加 快 了 进展 ， 首 先 ， 尝 试 将 针对 复数 z= 
x+ iy JERE z 一 于 改造 得 适用 于 三 维 空间 ， 也 就 是 说 ， 人 们 得 到 了 生成 三 维 分 
形 对 和 象 的 有 效 、 简 洁 的 算法 。 三 维 分 形 绘 制 算法 的 进展 (如 “光线 行进 ”算法 ) 
以 及 由 此 编写 的 算法 大 大 扩展 了 可 能 性 ， 打 开 了 通 向 数量 庞大 的 形状 和 图 像 的 
大 门 ， 市 来 一 种 新 的 艺术 感受 ， 即 分 形 艺术 。 

在 这 些 方法 中 ， 灯 炎 化 是 高 产 的 源 果 。 它 的 思路 是 ， 不 要 只 取 一 个 子 数 
f/f， 然后 对 于 坐标 是 (x, y, z) 的 点 ， 查 看 序列 (x, y, z) — foo, y, z) >, y, 2) —^ 
A, y, DY 一 … 来 判断 这 个 点 是 否 在 分 形 内 ， 而 是 取 两 个 〈 或 者 更 多 ) 已 知 能 
产生 分 形 的 函数 1 和 gg， 然后 同时 利用 两 个 孔 数 ， 根 据 它 们 产生 的 序列 来 判断 分 形 
中 的 点 。 比 如 说 ， 我 们 可 以 用 这 样 的 规则 : x, y, z) — fx, y, z) > gA, y, 2) ^ 
fef, y, 2))) o 

更 复杂 的 组 合 方法 ， 比 如 4, sg 8,…)、( 8,ff e f fg c). FF, H 
启 了 更 多 的 可 能 性 。 

下 面 就 是 几 个 例子 : 

Qr miss ALAA) WEM (a) 

口 谢 尔 平 斯 基 三 维 分 形 (ggg. 8g,…)， 记 作 S (图 b) 

O Ze EE MSMS: (fg. fig, 7) CIEL e) 

O ZIRE SMSM---(g, fg f, 7) (图 d) 

O IRE SMMSMM-:(2, f, f, g f f) CF e) 

O ZSERAS MSSMSS: (fg, 8,f; 8, 8,…) CL £O 

在 男 一 种 杂 焰 方法 中 ， 从 两 个 能 给 出 分 形 的 函数 开始 ， 我 们 构造 新 的 函数 
h=af+(1-ag (其 中 a 在 0 和 1 之 间 ), 通过 改变 参数 a， 我 们 可 以 从 f 对 应 的 
分 形 平滑 过 渡 到 g 对 应 的 分 形 。 布 吕 内 的 《分 形 艺 术 : 想象 的 前 沿 》 中 用 到 了 
KEWIN 1A 

我 们 介绍 几 个 能 够 创造 三 维 分 形 图 像 的 软件 : Apophysis ( sourceforge.net/ 
projects/apophysis ), Incendia ( www.incendia.net ), Fragmentarium ( syntopia. 
github.io/Fragmentarium ), Mandelbulb3D ( mandelbulb.com ), Mandelbulber 


( sourceforge.net/projects/mandelbulber ), Ultrafractal ( www.ultrafractal.com ), 









































Xenodream ( www.xenodream.com )。 
在 网 站 www.fractalforums.com 能 找到 更 多 的 信息 。 
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o 数学 艺术 作品 
这 些 三 维 分 形 图 像 的 作者 热 雷 米 ' 布 虽 内 是 当今 著名 的 “分 形 ” 艺 术 家 之 一 。 从 年 








少时 开始 ， 这 位 法 国人 就 沉迷 于 这 类 创作 ， 他 紧 紧 跟随 了 该 领域 的 发 展 。 特 别 是 从 
2009 年 ， 也 就 是 发 现 创 造 三 维 分 形 的 新 方法 的 那 一 年 开始 ， 布 虽 内 创作 了 不 少 作品 ， 
并 在 世界 各 地 展 出 。 他 在 2014 年 发 表 了 一 本 著作 ， 也 创作 了 不 少 视频 、 雕 塑 和 首饰 
作品 。 
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a 创作 的 三 个 步骤 


分 形 图 像 的 创作 分 为 三 个 步 又。 

第 一 步 是 公式 和 计算 过 程 。 这 里 需要 灵活 的 头脑 和 专业 的 数学 知识 : 
直到 2009 年 ， 人 们 才 成 功 构筑 了 这 样 的 公式 ， 能 产生 令 人 满意 的 三 维 
分 形 结构 。 

第 二 步 与 计算 机 有 关 ， 这 就 是 可 视 化 技术 的 开发 与 完善 ， 以 及 相关 
程序 的 编写 。 为 了 得 到 优秀 的 作品 ， 不 仅 要 依靠 在 第 一 步 发 现 的 公式 和 
数学 过 程 ， 还 要 用 到 三 维 绘 图 的 算法 ， 其 中 一 些 算法 可 能 还 需要 修改 ， 
甚至 推倒 重 来 。 

正 因 如 此 ， 在 数字 图 像 领域 中 ， 要 得 到 优秀 的 泻 染 效 果 ， 人 们 通常 
会 将 场景 中 的 元 素 分 解 为 大 量 的 三 角形 。 给 展示 对 象 划 界 的 平面 或 表面 
的 方程 生成 了 这 些 三 角形 。 人 然而 ， 三 维 分 形 图 像 无 法 直接 做 到 这 一 点 ， 
因为 人 们 绘制 的 对 象 通常 是 一 堆 点 的 简单 集合 ， 所 以 无 法 得 知 给 图 像 划 
界 的 所 有 表面 。 因 此 ， 三 维 分 形 通 常 被 定义 为 “ 体 素 ”( 相当 于 二 维 中 
的 像素 ) 的 集合 。 我 们 从 体系 的 坐标 开始 重复 下 面 的 计算 : 

(0 a S e 
然后 ， 根 据 得 到 序列 的 行为 ， 就 能 得 出 这 个 体 素 是 否 位 于 分 形 内 部 。 
人 们 也 会 利用 这 个 序列 来 确定 颜色 。 这 种 定义 方法 要 求 必 须 使 用 特殊 
的 泻 染 方法 。 编 程 质量 也 很 重要 ， 为 了 达到 满意 的 图 像 所 需 的 计算 量 ， 
人 们 有 时 被 迫 只 能 进行 近似 计算 ， 由 此 发 展 出 了 一 套 绘制 三 维 分 形 的 
特殊 技巧 。 

第 三 步 就 是 制作 图 像 .视频 或 者 雕塑 一 一 这 也 是 最 具 创 造 性 的 一 步 。 
有 时 候 ， 艺 术 家 可 以 利用 计算 中 出 现 的 伪 像 ， 得 到 比 数学 现实 更 奇异 的 
图 像 ， 就 像 摄 影 师 会 特意 利用 模糊 化 、 过 度 曝 光 或 肪 光 来 创造 独一无二 
的 影像 。 
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© 热 雷 米 : 布 吕 内 的 作品 《 川 陀 沙漠 》 
是 


川 陀 是 阿 西 现 夫 的 科幻 小 说 《银河 第 国 》 系 列 与 《基地 系列 中 银河 各 国 的 首部 星球 。 


B 整体 构思 


我 们 要 注音 一 一 正 是 这 扩 令 人 困惑 一 一 乞 术 家 在 构思 一 幅 图 像 时 ， 
并 不 像 把 颜料 一 点 点 涂 在 画布 上 那样 ， 按 照 像素 逐个 构思 。 在 这 里 ， 构 
思 要 从 整体 出 发 ， 但 艺术 家 一 直 都 不 知 着 自己 最 终 具体 会 得 到 什么 ,但 
他 知道 菜 种 改变 会 产生 某 种 效果 ， 知 道 根据 某 个 方法 选择 照明 设备 会 得 
到 菏 种 特定 的 氛围 ， 知 道 菏 种 配色 方案 合适 ， 等 等 。 艺 术 家 也 知道 如 何 
认 出 范围 有 和 希望 发 展 ， 并 回 其 徘 近 。 

别 迄 了， 探索 三 维 分 形 是 一 个 拥有 4 PEZ “HARE” KOR, BH 
一 般 空 间 的 三 个 维度 ,以 及 放大 率 。 在 实践 中 ,除了 这 4 个 主要 参数 以 外 ， 
还 有 视线 角度 〈2 个 参数 和 颜色、 材质 〈 比如 让 分 形 看 起 来 是 金子 做 的 信 
照明 、 透 明度 ， 以 及 探索 的 分 形 形 状 的 特有 参数， 各 种 参数 的 数量 可 能 
很 庞大 。 

围绕 看 分 形 特别 是 三 维 分 形 的 工作 ， 其 实 是 一 项 科学 人 研究。 人 们 探 
索 并 创造 各 种 数学 对 象 ， 也 是 在 尝试 认识 一 个 数学 领域 。 人 们 创造 各 种 
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工具 、 算 法 和 程序 ， 探 索 并 更 好 地 感受 和 理解 这 些 领域 。 这 项 数学 和 科 
学 人 研究 工作 与 一 般 的 科研 工作 大 有 不 同 : 最 主要 的 努力 方 回 并 不 是 证 明 
定理 (世界 并 不 总 围 春 定理 转 ), 而 是 寻找 军 有 美感 的 结构 。 数 学 家 承认 ， 
目 己 迷恋 用 到 的 证 明 、 理 论 和 数学 对 象 中 的 美 ， 但 在 分 形 艺 术 中 ， 美 才 
是 主要 目的 。 

分 形 艺 术 群 体 的 交流 更 多 在 社交 网 络 和 论坛 (www.fractalforums.com ) 
之 上 ， 而 不 是 通过 科研 论文 。 计 算 机 图 形 学 的 期 刊 和 会 议 中 也 有 相关 论 
文 ， 但 它们 谈 及 的 是 更 普遍 的 泻 染 方法 。 相 关 社 交 群 体 在 DeviantArt 和 
Flickr 等 网 站 上 发 布 图 片 和 视频 进行 交流 ， 其 中 没有 金钱 的 交易 ， 大 家 
都 是 为 了 乐趣 和 社交。 这 类 人 研究 几乎 没有 设立 任何 相关 的 学 术 职 位 ， 其 
工作 成 果 也 未 能 在 传统 学 科 中 占据 一 席 之 地 。 

人 研究 数学 并 非 只 有 “定义 一 定理 -证 明 ” 这 一 种 方法 。 探 索 公 式 的 
志 界 ,寻找 能 产生 非 几 成 果 的 公式 ， 或者， 了 解 外 观 复 森 度 和 公式 复杂 
度 之 间 的 重要 关系 ， 这 也 是 一 种 方法 。 列 出 不 同方 法 ， 理 解 这 些 方法 为 
何 可 行 ， 它 们 能 够 如 何 组 合 ， 这 些 活动 在 本 质 上 也 属于 数学 范畴 。 

有 些 数 学 家 对 跳出 公理 的 框架 其 为 反感 ,这 所 造成 的 后 果 也 很 明显 ， 
比如 ， 概 率 论 (在 这 个 领域 中 建 模 非常 重要 ， 它 不 属于 “定义 -和 定理- 
证 明 ” 类 型 ) 和 数理 逻辑 ( 哲学 问题 构成 了 工作 中 重要 的 一 部 分 ) 过 了 
很 长 时 间 才 被 人 们 接受 。 
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今天 ， 数 学 家 们 还 没有 准备 好 承认 ， 为 了 扩充 分 形 领 域 ， 以 及 为 了 
更 好 地 和 营 握 生成 和 控 索 分 形 的 方法 所 进行 的 活动 也 属于 数学 领域 。 但 从 
长 二 来 说 ， 可 以 肯定 的 是 ， 他 们 的 认可 是 迟早 的 事 。 

当年 ， 伯 努 瓦 ， 曼 德 尔 布 罗 在 开拓 分 形 领域 的 工作 时 ， 也 因 不 合 常 
规 而 孤军 奋战 。 他 三 视 惯 例 和 领域 之 间 的 边界 ， 最 终 成 为 分 形 科 人 研 领域 
中 不 可 或 缺 的 带头 人 。 这 些 人 研究 同时 涉及 数学 、 物 理学 、 生 物 学 、 天 体 
物理 学 、 经 济 学 和 和 艺术。 今天， 天 于 分 形 的 若 作 有 效 十 本 ， 论 文 更 是 数 
以 干 计 , 诛 题 几乎 横路 了 所 有 学 科 。 分 形 的 存在 ， 以 及 分 形 艺 术 的 铺 现 ， 
振动 了 人 们 心中 模 豆 在 科学 和 艺术 之 间 的 那 道 不 可 破 之 增 。 
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危险 。 特 别 许 戏 ， 它 们 会 遇 到 
思维 上 的 挑 学 家 认为 ， 这 是 一 
种 挑 妊 ， 必 须 找到 解决 之 道 ， 而 且 要 


符合 逻辑 。 
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将 多 个 对 自己 不 利 的 博弈 结合 起 来 ， 就 能 得 到 对 自己 有 利 的 博弈 一 一 
这 个 想法 相当 惊人 吧 ? 这 种 情况 很 多 而 且 繁 杂 ， 其 中 第 一 个 例子 是 由 西 
班 牙 人 胡 安 … 帕 龙 多 提出 的 。 

如 果 一 场 赌局 不 太 复 杂 ， 那 么 你 可 以 算出 每 一 盘 平 均 会 赢得 或 输 掉 
多 少 。 对 于 赌 客 来 说 ， 赌 场 中 的 轮 盘 赌 游戏 就 是 “亏损 ”的 : 从 统计 上 
来 说 ， 你 玩 得 越 多 ， 钱 就 输 得 越 多 。 在 最 简单 的 轮 盘 财 中 ， 每 在 一 个 数 
FEK 1 欧元 ， 就 会 平均 输 反 1/37 欧元 。 

下 面 是 另 一 个 亏损 赌局 的 例子 。 你 抛掷 一 枚 "不偏 不 倚 ” 的 无 偏 便 币 ， 
如 有 末 正 面 加 上 ,那么 你 就 会 恬 1 欧元 ;如 条 反面 加 上 ,那么 你 就 会 输 2 欧元 。 
由 于 你 平均 每 玩 两 次 赢 一 次 ， 且 每 玩 两 次 输 一 次 ， 因 此 你 平均 每 局 都 会 
输 掉 0.5 欧元 。 我 们 就 说 ， 这 个 博弈 的 “数学 期 望 ”是 每 局 -0.5 欧元 。 
在 轮 盘 赌 游戏 的 情况 中 ， 每 财 1 欧元 的 数学 期 望 是 -1/37 欧元 。 如 果 该 赌 
局 是 净 赚 的 ， 正 如 劝 你 进入 赌局 的 那些 人 所 说 的 那样 ， 那 么 数学 期 望 就 
是 正 的 : 在 轮 盘 赌 游戏 中 ， 你 每 赌 1 欧元 的 数学 期 望 是 +1/37 欧元 ， 而 对 
于 抛 人 硬币 的 “不 公平 游戏 ”来 说 ， 每 局 的 数学 期 望 则 是 +0.5 欧元 。 

你 当然 可 以 同时 进行 两 个 赌局 A 和 B， 也 可 以 交 蔡 进行 ， 比 如 按照 
A、B、A、B…… 的 规律 。 在 赌局 独立 ( 两 者 没有 相互 影响 ) 的 情况 下 ， 
如 果 A 的 数学 期 望 是 e，B 的 数学 期 望 是 f/， 那 么 同时 进行 A 和 B 的 数 
学 期 望 就 是 e + f， 交 替 进 行 赌局 的 数学 期 望 则 是 (e + )/2。 如 果 同 时 或 
者 交替 进行 两 个 数学 期 望 为 负数 的 独立 赌局 的 话 ， 那 么 就 会 得 到 一 个 亏 
损 的 赌局 : 两 个 负数 的 和 还 是 负数 ! 

你 可 能 就 此 觉得 ， 将 两 个 亏损 的 赌局 结合 在 一 起 ， 总 会 得 到 亏损 
的 赌局 。 但 并 非 如 此 ! 这 就 是 帕 龙 多 悖 论 ， 也 是 本 章 的 主题 ( 见 框 1 )。 
这 个 悖 论 是 在 1996 年 由 西班牙 物理 学 家 胡 安 . 帕 龙 多 发 现 的 ， 它 引 起 
了 相当 多 人 的 兴趣 。 虽然 仍 有 争议 ,但 人 们 认为 帕 龙 多 悖 论 与 经 济 金融 、 
群体 遗传 学 和 量子 力学 都 有 关系 。 特 别 是 , "JE TEILE ALTERA : 
它 上 暗示 了， 通过 巧妙 地 参与 多 个 对 自己 不 利 的 赌局 ， 也 许 能 从 中 得 到 有 
利 的 赌局 。 这 就 像 是 魔法 ! 
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X e-1/200 if, IüRJE S FETCHJNES) A 和 B 都 是 亏损 的 。 

在 赌局 A 里 ， 我 们 平均 每 局 输 掉 0.01 欧元 。 

在 赌局 B 里 ， 我 们 平均 每 局 输 挥 0.0087 欧元 。 

然而 ,将 A 和 B 组 合 起 来 ,我 们 能 构造 各 种 有 利 的 赌局 。 这 样 的 话 ， 随 机 








以 1/2 的 概率 进行 赌局 A， 以 1/2 的 概率 进行 赌局 B， 那 么 这 个 赌局 可 以 记 作 
{50% A + 50% By, ， 而 我 们 每 局 平均 能 从 中 顾 得 0.01 欧元 。 

周期 性 的 组 合 有 时 也 是 有 利 的 ( 见 表 1 ): 我 们 先进 行 n 次 赌局 A， 再 进行 
m 次 赌局 B， 然 后 周期 性 地 重复 。 表 1 中 的 计算 是 通过 取 50 000 次 模拟 结果 的 
平均 值得 到 的 ， 而 表 2 则 用 到 了 1 000 000 次 计算 。 

这 难道 不 是 奇迹 么 ”我 们 能 和 否 用 这 个 迟 论 在 轮 盘 赌 中 赢 钱 ， 或 者 构想 一 个 
炒股 策略 ， 在 股市 下 跌 时 仍 能 保证 获 利 ? 





正面 










玩家 财 本 REB 。 ”赌局 8 玩家 财 本 
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赢 的 概率 = 140 - e 赢 的 概率 = 3/A- e 
在 这 里 e = 1/200 在 这 里 e-1/200 





(4A *2 B 
A (4 A «4 B) * 0.0148 | + 0.0009 | + 0.0053 
* 0.0054 


BE 
* 0.0201 * 0.0110 





玩家 赌 本 的 平均 变化 








+0.0113 | -0.0013 | +0.0049 





各 个 赌局 [nA + mB] 的 数学 期 望 表 
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m 两 个 亏损 赌局 ， 合 起 来 束 获 利 


人 们 已 经 发 表 过 一 百 多 篇 科研 论文 来 研究 、 推 广 帕 龙 多 悖 论 ， 或 提 
出 它 的 各 种 变 体 ， 而 且 每 年 都 有 涉及 这 个 悖 论 的 新 成 果 ， 这 说 明 这 位 西 
班 牙 研究 者 一 开始 的 想法 不 仅 有 趣 ， 而 且 成 果 累 累 。 然 而 ， 要 理解 为 什 
么 可 以 结合 两 个 亏损 的 赌局 来 获 利 ， 并 不 容易 。 当 然 ， 由 龙 多 导论 中 ， 
两 个 亏损 赌局 的 结合 方法 并 不 是 简 简 单单 地 同时 或 交替 进行 独立 赌局 ， 
因为 这 样 的 赌局 必定 是 亏损 的 。 帕 龙 多 在 悖 论 的 原始 形式 中 提出 了 一 个 
更 隐蔽 的 结合 方法 ， 其 中 两 个 非常 特别 的 赌局 A 和 B 会 混合 进行 。 

在 赌局 A 中 ， 要 抛 一 枚 做 了 点 手脚 的 硬币 : 掷 到 反面 的 话 就 是 玩 
家 赢 ， 发 生 的 概率 是 1/2 - e， 其 中 e 是 一 个 很 小 的 正 数 ; BESTE TE I 
就 是 玩家 输 , 发 生 的 概率 是 与 前 面 互补 的 /2 + e。 玩 家 赢 了 会 得 1 欧元 ， 
输 了 会 输 1 欧元 。 这 个 赌局 的 数学 期 望 是 每 局 -2e 欧元 , 因为 这 是 负数 ， 
所 以 赌局 A 是 亏损 的 ,赌局 B 要 更 复杂 一 点 ,如 果 玩 家 的 赌 本 是 3 的 倍数 ， 
那么 玩家 就 以 p= 1/10 一 e 的 概率 太 得 1 欧元 ,以 1 一 pi 的 概率 输 挥 1 欧 元 ; 
否则 ， 就 以 p,-—3/4A— e 的 概率 赢得 1 欧元， 以 1- p, 的 概率 输 掉 1 欧元 
( ILHE 1 )。 

选择 e 的 一 个 值 ， 使 第 二 个 赌局 是 亏损 的 ， 而 1/200 这 个 值 刚好 符 
合 条 件 。 于 是 赌局 B 的 数学 期 望 是 每 局 -0.0087 欧元 。 这 个 值 相 当 小 ， 
但 长 期 来 看 ， 进 行 赌局 B 会 输 钱 ( 见 框 1 中 图 T). 









































这 就 产生 了 一 种 怀 人 的 现象 : 赌局 A 和 B 的 多 种 简单 组 合 会 得 到 
能 获 利 的 赠 局 ， 比 如 ， 模 拟 实 验 表明 下 面 三 种 组 合 方式 得 到 的 束 古 能 够 


获 利 的 赌局 。 

Q 赌局 A 和 B 的 均衡 随机 组 合 ， 记 作 (5096 A + 50% B}: 我 们 每 
次 随机 选择 进行 赌局 A 还 是 B， 比 如 抛 人 硬币 决定 。 这 个 组 合 赌 
局 的 数学 期 望 是 +0.0147， 说明 我 们 平均 每 局 能 万 0.0147 欧元 。 

口 周期 组 合 “ 先 进行 两 次 A， 再 进行 两 次 B”， 记 作 [2A + 2B]. 我 
们 选择 连续 两 次 进行 赌局 A， 然 后 连续 两 次 进行 赌局 B， 之 后 
根据 这 样 的 模式 不 断 重复 下 去 。 这 个 组 合 赌 局 的 数学 期 望 是 
+0.0148， 即 平均 每 局 能 电 0.0148 欧元 。 
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口 周期 组 合 [A + 2B]。 它 的 数学 期 望 更 高 : +0.058， 每 局 平均 能 说 
0.058 欧元 。 

令 人 惊讶 的 是 ， 将 两 个 亏损 的 赌局 加 起 来 竟然 可 以 是 获 利 的 ， 然 而 
赌局 A 和 B 的 某 些 其 他 组 合 还 是 亏损 的 。[A+B] 的 组 合 ( 先进 行 赌局 A, 
然后 进行 了 B ,循环 往复 ) 就 是 亏损 的 , 它 的 数学 期 望 是 -0.007。 显 而 易 见 ， 
如 果 将 两 个 亏损 的 赌局 加 起 来 可 能 获 利 ， 那 么 两 个 获 利 的 赌局 结合 起 来 
有 时 就 会 亏损 : 只 需要 取 赌 局 A 和 B， 将 输赢 反 过 来 就 行 了 ! 

模拟 得 到 的 结果 可 以 用 马尔 可 夫 链 的 理论 证 实 ， 这 个 理论 能 让 我 们 
对 帕 龙 多 屠 论 中 用 到 的 组 合 赌 局 进行 完整 的 数学 分 析 。 模 拟 计 算 需 时 颇 
长 ， 而 且 无 法 指明 这 些 组 合 得 到 的 惊人 结果 背后 深层 的 原因 。 数 学 分 析 
对 模拟 结果 的 确认 ， 能 让 我 们 在 严格 意义 上 验证 这 里 并 没有 悖 论 ， 只 是 
结果 违反 了 我 们 直觉 的 预期 。 怎 么 理解 这 个 悖 论 ?” 为 什么 我 们 的 常识 出 
4r? 我 们 能 找到 更 清晰 的 视点 吗 ? 

想 深 刻 解释 帕 龙 多 导论 ， 首 先 要 知道 ， 赌 局 B 由 一 个 亏损 赌局 和 
一 个 获 利 赌局 组 合 而 成 。 如 果 我 们 只 进行 赌局 B 的 话 ， 那 么 获 利 赌局 就 
会 被 亏损 赌局 掩盖 ; 但 如 果 B 和 A 混合 的 话 ， 那 么 获 利 赌局 就 会 更 经 
第 出 现 ( 见 框 2 )。 

如 有 果 想 弄 清 两 个 亏损 的 赌局 怎样 产生 一 个 有 利 的 赌局 ， 并 说 服 目 己 
不 要 这 么 吃 怀 ， 那 我 们 束 要 考虑 另 一 个 例 了 于 ， 它 更 加 清晰 明了 ， 比 原来 
的 屠 论 更 证 有 戏剧 性 。 












































2 LEISSSEZTUE 


我 们 现在 介绍 帕 龙 多 悖 论 的 一 种 变 体 ， 这 种 变 体能 解 开 被 层 层 掩藏 的 奥秘 。 

在 之 前 考虑 的 情况 下 ， 赌 局 B 由 两 个 更 小 的 赌局 B 和 B, 组 成 。 当 e = 
1/200 T, Bi 对 玩家 不 利 ， 而 B, 对 玩家 有 利 。 根 据 玩家 赌 本 模 3 的 值 ， 具 体 进 
ÍT Bi 或 者 B,。 我 们 将 要 引入 的 赌局 记 作 B#， 它 跟 赌 局 B 很 接近 ， 但 不 是 根据 
赌 本 来 选择 , 而 是 在 B, B. 中 随机 选择 , 概率 分 别 是 1/3 和 2/3( 用 转盘 选择 )。 
赌局 B# 的 数学 期 望 就 是 B; 和 B, 的 数学 期 望 根 据 1/3 和 2/3 的 概率 加 权 平 均 ， 
tL 13(1/10—e-9/10-— e) + 2/334 —e—1/4— e), 简化 后 得 到 1/15 — 2e。 
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让 这 个 数学 期 望 为 负数 的 e 的 值 满足 1/1$- 2e < 0, He > 1/30。 对 于 帕 
龙 多 用 的 值 e= 1/200 来 说 ， 赌 局 B# 的 数学 期 望 是 正 的 一 一 这 是 一 个 能 获 利 的 
赌局 。 所 以 ， 当 e = 1/200 IF, WES] B 是 亏损 的 ， 这 一 点 就 很 剑 人 。 发 生 这 种 情 
况 的 原因 是 ， 玩 家 赌 本 的 变化 并 非 随机 ， 这 样 会 使 (亏损 的 ) 赌局 B 被 选择 的 
可 能 性 比 1/3 要 高 一 点 。 数 值 模拟 告诉 我 们 ，B, 被 选择 的 概率 是 38.3%， 比 1/3 
稍微 高 一 点 。 利 用 马尔 可 夫 链 理论 进行 的 数学 分 析 也 证 实 了 这 个 结果 : B 被 选 
择 的 精确 概率 是 32 401/84 463 = 38.361176%。 

然而 ， 将 赌局 A 和 赌局 B 结合 之 后 ， 赌 局 B 变 得 亏损 这 一 意外 的 轻微 偏离 
就 没有 理由 继续 存在 了 。 因 为 加 入 赌局 A 会 改变 玩家 的 赌 本 ， 而 赌局 A 和 B 的 
组 合 和 常常 会 (在 进行 赌局 B 时 ) 让 Bi 被 选择 的 情况 更 接近 1/3， 所 以 这 会 让 赌 
局 B (在 结合 赌局 A 之 后 ) 变 成 能 获 利 的 赌局 。 我 们 甚至 可 以 猜测 ， 赌 局 B 和 
另 一 个 赌局 的 混合 越 复杂 ，( 当 进 行 赌局 B 时 ) B, 被 选择 的 概率 就 越 接近 1/3。 

在 均衡 、 随 机 混合 {50% A + 50% Bj 赌局 A 和 B 的 特定 情况 下 ， 在 进行 财 
局 B 时 选择 赌局 B, 的 概率 会 从 0.3836 变 成 0.3451， 这 符合 上 面 所 说 的 该 概率 
越 更 接近 1/3 的 理论 预测 。 当 我 们 进行 (7596 A + 25% B 混合 时 ， 这 个 偏离 就 
更 清晰 了， 因为 现在 选择 B, 情况 的 概率 会 变 成 0.3363。 

最 后 ， 我 们 注意 到 赌局 B# 的 获 利 大 于 赌局 A 的 亏损 : 如 果 e= 1/200， 那 
么 赌局 A 的 数学 期 望 是 -2e = -0.01， 而 赌局 BE 的 数学 期 望 是 (1/15 - 2e) = 
+0.0566。 将 赌局 A 和 B 组 合 起 来 ， 结 果 会 让 赌局 B 更 接近 B#， 轻 易 得 到 有 利 
的 赌局 一 一 这 不 算 大 意外 ,这 也 是 {50% A +50% B} 和 {75% A +25% B} 的 情况 。 

简 而 言 之 ， 将 赌局 A( 稍微 亏损 ) 和 赌局 B (稍微 亏损 ) 结合 起 来 ， 会 让 
B 更 接近 B# ( 它 的 收益 大 于 赌局 A 的 亏损 )， 通 常会 得 到 一 个 获 利 的 赌局 ， 这 
也 不 算 太 意外 。 























PF N 赌局 B 的 流程 
S » 选择 B; 还 是 B,， 由 赌 本 模 3 的 值 决定 
A L Ir 人 已 > 3 d He 
2 赌局 B， ° 元 家 赠 本 能 被 除 
M E 赌局 B, 
. 2 。 ”玩家 赌 本 不 能 被 3 整除 
B EA BB; Ly = Wr 局 B, 
L ÀO ŠB BH 的 流程 
is. e." 选择 B, 还 是 B, 是 随机 的 
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g 帕 龙 多 超级 悖 论 


UHJE A EBAXTEIS CHE E - 耶 崇 哈达 在 2011 年 发 现 ) 包含 了 两 个 赌局 A' 
和 B'， 在 组 合 时 使 用 一 枚 共同 筹码 。 在 每 个 赌局 中 ， 我 们 都 用 到 一 枚 无 侦 便 币 ， 
根据 筹码 是 日 色 面 朝 上 还 是 淡色 面 朝 上 ， 进 行 相应 的 操作 。 

赌局 A': 当 筹 码 日 色 面 朝 上 时 ， 如 果 撕 便 币 的 结果 是 反面 ,那么 玩家 左 3 
欧元 ; 如 果 便 币 是 正面 ， 那么 玩家 输 1 欧元 ， 并 且 要 将 筹码 翻转 。 当 筹码 黑色 
面 基 上 时 ， 如 采 掷 硬币 的 结果 是 反面 ， 那 么 玩家 就 局 1 欧元 ; 如 条 掷 便 币 绪 
是 正面 ， 那 么 玩家 就 输 2 欧元 。 

赌局 B': 当 筹 码 黑色 面 基 上 时 ， 如 于 掷 便 币 的 结果 是 反面 的 话 ， 那 么 玩家 
Wk 3 欧元 ; 如 采 结 末 是 正面 ， 那 么 玩家 输 1 欧元 ， 并 且 要 将 筹码 翻转 。 当 筹码 
日 色 面 朝 上 时 ， 如 末 撕 人 鲁 币 得 出 反面 的 话 ， 那 么 玩家 就 1 欧元 ; 如 果 结 果 是 
正面 ， 那 么 玩家 束 输 2 欧元 。 

每 个 赌局 的 数学 期 望都 是 相当 大 的 负数 一 一 每 局 -0.5 欧元 , 但 A 和 B 的 所 
有 简单 组 合 显然 都 是 有 利 的 。 只 有 在 长 时 间 用 同一 策略 进行 赌局 时 ， 数 学 期 望 
才 是 负数 。 正 文中 讲述 了 这 种 行为 的 关键 。 























— RBA a 





1 欧元 
将 筹码 翻转 


MEB 一 





输 b 
3 欧元 1 欧元 1 欧元 2 欧元 


将 筹码 翻转 


组 合 方式 一 : {x A'+y BY}。 我 们 随机 进行 赌局 A'M B', 选择 A' 的 概率 是 x 
(下 表 用 小 数 表示 )， 而 选择 B' 的 概率 是 y= 1 一 x。 
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Lx o Der o T3 [8 [5 [ 86 [ 97 [68 [às [ 3 





Ix A'- y B^ 
n -0.500 | 20.229 | -0.022 | 40.130 | 40.216 | 40.246 | 0.220 | 40.128 | -0.018 | 0.231 | -0.500 
的 数学 期 户 


组 合 方式 二 : [mA'+nB1。 我 们 先进 行 m 次 赌局 A'， 然 后 进行 n 次 赌局 
B'， 循 环 往复 。 


m 
ET 
© | ore soos +007 | soos | conr [I 


组 合 方式 三 : [x: A' e B11。 我 们 先进 行 赌局 A' 和 B' 中 的 一 个 ， 然 后 下 一 
局 以 概率 x 换 成 男 外 一 个 。 


o o|o o osos] os oe] oros o 








|x: A e B7] 
wu [70:900 | —0.250 | —0:070 | 10.061 | 40.167 | 40.250 | 40.318 | 40.376 | 40.424 | 40.464 | 40.500 
的 数学 期 望 


tHETERIIOES f TA RES 


我 们 首先 注意 到 下 面 这 个 要 点 :“ 玩 家 赌 本 ”这 个 由 两 个 赌局 共享 
并 与 规则 相关 的 参数 ， 正 是 产生 背离 常理 现象 的 本 原 。 对 于 所 有 能 7 
生 那 论 的 组 合 方 式 来 说 ， 两 个 相关 赌局 互相 依赖 ， 每 个 赌局 都 会 使 财 
本 这 个 共有 的 参数 发 生变 化 。 赌 局 A 和 B 之 间 的 这 一 联系 能 让 赌局 A 
中 发 生 的 事情 影响 到 赌局 B， 反 过 来 也 一 样 。 假 如 没有 这 个 联系 的 话 ， 
那么 我 们 就 能 推导 出 结果 只 能 亏损 的 结论 ， 就 像 同 时 或 交 蔡 进行 赌局 
时 一 样 。 
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实际 上 ， 我 们 可 以 证 明 ， 用 两 个 独立 的 亏损 赌局 来 构建 {x A +y B} 
类 型 的 赌局 ( 随机 进行 赌局 A 或 B， 选 择 A 的 概率 是 x， 选 择 B 的 概 
率 是 y= 1 一 x ) 或 者 [nA + mB] 类 型 的 赌局 ( 先进 行 n 次 赌局 A， 再 进 
行 m 次 赌局 B， 如 此 循环 往复 )， 得 到 的 赌局 必然 亏损 : 假设 赌局 A 的 
数学 期 望 是 e， 而 赌局 B 的 是 f， 那 么 在 组 合 而 成 的 赌局 中 ， 赌 局 {x A 
y B) 的 数学 期 望 由 公式 xe + yy 给 出 ， 而 赌局 [nA + mB] 的 数学 期 望 则 由 
(ne + mf y(n + m) 给 出 。 


如 朱 没 有 相互 作用 ， 那 么 两 个 亏损 的 赌局 会 不 可 避免 地 导出 亏损 的 
赠 局 。 如 采 你 想 将 亏损 的 赠 局 结合 起 来 以 得 到 有 利 的 赠 局 ， 那 么 就 必须 
设法 让 两 个 赌局 相互 作用 。 在 轮 盘 赌 或 许多 其 他 赌局 中 ， 这 不 太 可 能 : 
对 于 轮 盘 赌 来 说 ,任何 下 注 策略 都 不 会 让 玩家 得 到 赌场 拥有 的 优势 。 结 
AU. 无 论 你 采用 什么 下 注 琳 略 的 组 合 ， 即使 你 信 鉴 了 帕 龙 多 的 方法 ， 
也 不 可 能 得 到 能 获 利 的 下 注 集 略 。 




















m 更 戏剧 化 的 变 体 


罗兰 . 耶 累 哈达 提出 了 帕 龙 多 导论 的 一 个 变 体 ， 叫 作 “ 帕 龙 多 超级 
e”, PEHR. 
我 们 考虑 两 个 赌局 ， 它 们 都 用 到 一 枚 双 面 筹 人 ,一面 是 黑色 的 ， 男 
- 面 是 日 色 的 ， 而 这 枚 筹码 就 是 两 个 赌局 之 间 的 联系 。 
赌局 A': 我 们 搓 一 枚 无 偏 硬币 ， 然 后 根据 筹码 翻 到 白色 面 还 是 黑色 面 
进行 不 同 的 操作 。 
当 筹 码 白色 面向 上 时 : 
口 如 果 硬 币 掷 出 反面 ， 那 么 玩家 赢 3 欧元 (不 需要 翻转 筹码 ); 
口 如 果 硬 币 拓 出 正面 ， 那 么 玩家 输 1 欧元 ， 并 翻转 筹码 。 
当 筹 码 黑 色 面 向 上 时 : 
口 如 果 硬 币 近 出 反面 ， 那 么 玩家 赢 1 欧元 ( 不 需要 翻转 筹码 ); 
O 如 果 硬 币 括 出 正面 ， 那 么 玩家 输 2 欧元 (不 需要 翻转 筹码 )。 
赌局 A' 是 亏损 的 ， 这 是 因为 ， 即 使 筹码 一 开始 日 色 面 同上 ， 赌 局 
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暂时 对 玩家 有 利 ， 但 最 后 等 码 还 是 会 翻 过 来 ， 使 财 局 变 得 对 玩家 不 利 ， 
而 玩家 无 法 从 中 脱 呈 ,因为 筹码 之 后 不 会 再 翻转 ,只 会 保持 黑色 面 咎 上 。 
赌局 A' 的 数学 期 望 会 趋向 于 每 局 -0.5 欧元 。 数 值 模 拟 也 确认 了 这 样 的 


an 














赌局 B': 我 们 搬 一 枚 无 偏 硬币 。 
当 筹 码 黑 色 面 向 上 时 : 


口 如 果 硬 币 搓 出 反面 ， 那 么 玩家 赢 3 欧元 ( 然后 不 需要 翻转 筹码 ); 
口 如 果 硬 币 搬出 正面 ， 那 么 玩家 输 1 欧元 ， 并 翻转 筹码 。 


当 敌 码 白 色 面 向 上 时 : 


OD 如 果 硬 币 掷 出 反面 ， 那 么 玩家 赢 1 欧元 (不 需要 翻转 筹码 ); 
O 如 果 硬 币 搓 出 正面 ， 那 么 玩家 输 2 欧元 (不 需要 翻转 筹码 )。 


跟 赌 局 A' 一样 ， 赌 局 B' ( 与 赌局 A' 相同 ， 只 是 将 黑色 面 和 白色 面 
的 角色 反 过 来 了 ) 也 是 亏损 的 ， 它 的 数学 期 望 会 趋 近 每 局 -0.5 欧元 C 见 
JE 3 )。 然 而 ， 赌 局 A" 和 了 B' 的 许多 简单 组 合 都 会 齐 来 能 获 利 的 赌局 。 
O 赌局 A' 和 B' 的 均衡 随机 组 合 ， 记 作 (5096 A'+ 50% B^, RI] 
以 均等 的 可 能 性 随机 选择 进行 赌局 A' 还 是 B'， 比 如 用 抛 硬币 正 
反面 决定 。 这 个 组 合 赌局 的 数学 期 望 是 +0.246 (平均 每 局 能 说 
0.246 欧元 )。 其 他 同类 型 的 组 合 方式 也 是 如 此 : 赌局 {40% A' + 
60% B^ 的 数学 期 望 是 每 局 0.216 欧元 ， 而 (3096 A'+ 70% B^ 的 
数学 期 望 则 是 每 局 +0.130 欧元 。 
a Jis A' 和 B' 的 周期 组 合 ， 记 作 [A'+ B11。 我 们 先进 行 一 次 赌局 
A'， 再 进行 一 次 赌局 B'， 然 后 根据 这 个 模式 不 停 重 复 。 这 个 组 
合 赌局 的 数学 期 望 是 +0.5 COPPA ey il 0.5 欧元 )。 这 对 于 其 他 
同样 类 型 的 组 合 方式 也 成 立 : 赌局 [2A' + 2B] 的 数学 期 望 是 每 
局 +0.399 欧元 ,而 [4A'+ 3B'] 的 数学 期 望 则 是 每 局 +0.208 欧元 。 
口 赌局 A' 和 B' 的 交替 组 合 ， 记 作 (0.3: A o B) 的。 我 们 交 蔡 进 
行 赌局 A' 和 B'， 而 每 一 轮转 换 赌 局 的 概率 是 0.3。 这 个 组 合 财 
局 的 数学 期 望 是 每 局 +0.06 欧元 。 对 于 同样 类 型 的 组 合 方式 也 
是 这 样 : 赌局 (0.4: A' e B^ 的 数学 期 望 是 每 局 +0.16 欧元 ， 而 
(0.5: Ao B^ 的 数学 期 望 则 是 每 局 +0.25 欧元 。 
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由 龙 多 悖 论 的 这 个 变 体 更 富有 戏剧 性 : 组合 赌 局 的 数学 期 望 更 高 ， 
而 一 开始 的 赠 局 数学 期 望 更 低 。 从 每 局 会 输 掉 0.5 欧元 的 两 个 赠 局 出 发 ， 
我 们 可 以 得 到 能 筷 取 0.5 欧元 的 赌局 ， 比 如 用 [A +B], PILA, HIÉ 
全 反 过 来 了 。 

现在 ， 我 们 可 以 对 引发 所 谓 迟 论 的 那个 “小 和 门 ”进行 徐 单 的 理性 
分 析 了 。 财 局 A' 和 赌局 B' 虱 是 亏损 的 ， 因 为 即使 一 开始 我 们 可 以 连 烹 
几 次 ， 但 规则 会 使 玩家 很 快 进入 一 个 不 利 的 局 势 ， 让 玩家 输 钱 。 


m 解释 很 简单 | 


这 个 不 利 的 局 势 就 是 赌局 A' 中 对 应 着 筹码 白色 面向 上 的 情况 ， 以 
及 赌局 B' 中 筹码 黑色 面 癌 上 的 情况 。 结 合 赌局 A' 和 B 就 是 为 了 让 进 
入 赌局 A' 的 玩家 走出 白色 面向 上 的 死胡同 一 一 这 个 局 势 对 其 不 利 。 而 
如 果 只 进行 赌局 A' 的 话 ， 那 么 玩家 会 永远 困 在 这 个 局 势 中 。 赠 局 B' 也 
有 同样 的 死 衣 同 ， 只 不 过 是 在 筹码 黑色 面 癌 上 的 情况 下 ， 而 芋 亏 有 赌局 
A'， 玩 家 也 能 从 中 脱身 。 如 果 只 进行 一 种 赌局 ， 那 么 无 论 是 A' 还 是 B'， 
玩家 最 后 都 会 走 进 陷 了 哇 ， 无 法 抽 吴 。 两 者 交替 进行 (或 者 ， 更 广泛 地 混 
合 赌局 A' 和 B')， 每 个 赌局 都 能 让 玩家 走出 男 一 个 赌局 的 困境 。 

正如 我 们 在 检查 不 同 组 合 方式 的 数值 结果 时 所 观察 到 的 ( 见 框 3 ), 
在 组 合 赌 局 中 ,赌局 A' 和 B' 之 间 交 蔡 得 越 频 繁 , 得 到 的 组 合 就 越 有 利 。 
反 过 来 说 ， 如 果 从 赌局 A’ 到 B' 以 及 从 B' 到 A'’ 的 交替 太 慢 ， 那 么 两 个 
亏损 赌局 的 结合 还 是 会 亏损 。 比 如 : 

O 赌局 {5% A + 95% B) 是 亏损 的 ， 数 学 期 望 是 每 局 -0.35 欧元 ; 

口 赌局 [8A'+ 8B] 是 亏损 的 ， 数 学 期 望 是 每 局 -0.13 欧元 ; 

Q 赌局 (0.2: A' 5 B 是 亏损 的 ， 数 学 期 望 是 每 局 -0.07 欧元 。 

将 两 个 相互 作用 的 亏损 赌局 组 合 起 来 ， 有 时 会 产生 一 种 相互 脱困 的 
效果 ， 对 于 赌局 A' 和 B' 来 说 尤其 明显 。 有 了 时候 ， 这 种 组 合 只 会 对 一 个 
赌局 的 性 质 产生 轻微 干扰 ， 这 就 是 帕 龙 多 那 论 中 赌局 B 与 赌局 A 相互 
作用 时 的 情况 。 如 果 干 扰 足 够 大 ， 那 么 赌局 就 会 扭亏 为 保 。 原 版 帕 龙 多 
那 论 的 情况 与 赌局 A' 和 B' 具 有 同样 的 性 质 : 赌局 A 和 B 的 相互 作用 以 
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相对 隐没 的 方式 ， 增 加 了 赌局 B 的 价值 ， 使 它们 的 组 合 能 够 获 利 。 

我 们 现在 理解 了 了， 这 里 并 没有 什么 奇迹 ， 因 为 这 些 赌局 共享 一 个 
参数 〈 玩 家 赌 本 、 敌 码 状 态 等 )， 它 们 并 不 是 相互 独立 的 ， 而 一 个 赠 局 
的 进程 有 可 能 会 被 万 一 个 赌局 深刻 影响 。 赌 局 之 间 的 相互 作用 有 时 会 改 
变 赔 局 的 表现 ,念佛 有 外 部 参与 者 在 操纵 结 末 。 这 样 的 操纵 有 时 会 让 元 
损 的 赌局 变 得 能 获 利 ， 反 之 亦 然 一 一 经 过 一 秋思 考 后 ， 这 也 没什么 大 不 
了 的 — 

















m AT RSRBZCZ TEE! 


每 当 碰 到 两 个 负面 的 系统 或 实体 在 经 过 相互 作用 后 得 到 正面 结 
时 ， 人 们 通常 会 说 ， 这 就 是 “ 帕 龙 多 导 论 的 变 体 ”一 一 这 也 解释 了 为 什 
么 大 量 论文 会 引用 这 个 悖 论 。 然 而 ， 这 有 时 是 在 滥用 帕 龙 多 悖 论 ， 因 为 
一 直 以 来 我 们 都 知道 ， 在 数学 和 物理 中 有 不 少 两 个 负面 性 质 结合 得 到 正 
面 性 质 的 情况 。 

“ 乌 休 效应”( Ouzo effect ) 就 是 这 种 情况 。 光 可 以 穿 过 水 ， 也 可 以 
穿 过 纯 茄 香 酒 。 然 而 将 二 者 混合 之 后 ， 就 会 得 到 一 种 光 无 法 穿 过 的 不 透 
明 液 体 。 我 们 是 否 应 该 把 这 看 作 帕 龙 多 屠 论 的 一 种 变 体 ?不行 ， 这 太 可 
S Y 在 数学 中 ， 两 个 超越 数 ( 它们 不 是 某 个 整 系数 多 项 式 方程 的 解 ) 
加 起 来 有 时 会 得 到 代数 数 ( 某 个 整 系数 多 项 式 方程 的 解 ), zm 和 1 一 x 就 
是 一 个 例子 。 我 们 是 否 应 该 将 这 看 成 帕 龙 多 那 论 的 变 体 ?” 当然 不 行 。 或 
许 把 问题 留 给 博 宣 论 ， 更 为 明智。 

尽管 不 应 该 过 度 强 调 帕 龙 多 悖 论 的 重要 性 ， 但 它 毕 竞 起 到 了 正面 作 
用 ， 就 像 数 学 史 和 物理 史 中 那 些 最 好 的 悖 论 。 帕 龙 多 悖 论 直击 了 来 自 草 
率 分 析 且 没有 理据 的 直觉 预期。 在 赌局 的 例子 里 ， 悖 论 的 思想 基础 是 独 
立 赌局 组 合 的 性 质 对 于 相互 依赖 的 赌局 也 成 立 。 这 个 悖 论 让 我 们 思考 ， 
在 组 合 赌 局 时 数学 期 望 可 加 性 所 需要 的 条 件 ， 也 就 是 让 两 个 亏损 的 赌局 
组 合 起 来 仍 是 亏损 的 条 件 ， 同 时 ， 它 构造 了 一 些 简单 案例 ， 让 人 们 不 至 
于 掉 进 遗忘 独立 条 件 的 困境 中 。 


烛 龙 多 导论 可 能 会 造成 一 点 遗憾 : 一 开始 的 例子 太 复 杂 ， 这 会 让 一 
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些 人 执 撩 地 认为 这 是 一 种 普 所 现象 ， 而 其 中 的 关键 点 可 能 与 博 诗 论 的 经 
典 情况 产生 矛盾 。 

由 龙 多 屠 论 的 相关 理论 并 不 像 相 对 论 或 量子 力学 那样 ， 能 证 明 经 典 
物理 学 在 某 些 情况 下 存在 问题 ; 它 也 没有 提出 什么 博 奔 论 方面 的 新 观点 ， 
而 且 与 人 们 在 了 解 它 之 前 已 经 得 到 的 结果 并 不 和 允 盾 。 由 龙 多 怪 论 只 是 一 
文 预 防 针 ， 防 止 人 们 错误 地 阐述 组 合 赌局 的 相关 结 末 ， 防 止 人 们 混 消 独 
芯 赌 局 和 关联 赌局 。 人 们 硝 实 难以 抗拒 对 奇迹 的 询 望 ， 即 使 对 最 理性 的 
科研 人 员 来 说 也 是 如 此 。 只 有 坚定 、 持 之 以 恒 的 智力 控 索 才能 阻止 这 种 
15 ERE AT T5] BGR. 





O 乌 佐 效 应 并 不 是 帕 龙 多 悖 论 的 
变 体 
.纯净 的 画 香 酒 是 透明 的 。 

b. 在 导入 少量 (透明 的 ) 水 之 后 ， 
画 香 酒 就 变 混 浊 了 ; 酒 中 的 画 香 
脑 分 子 组 成 了 微米 级 大 小 的 液 滴 ， 
会 散射 光线 。 这 就 是 乌 佐 效应 ， 
也 称 “ 酉 香 洒 效应 ” o 


e 
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出 人 意料 的 硬币 


人 类 和 凭 本 能 判断 而 出 现 的 错误 ， 有 时 相当 惊人 。 抛 硬币 得 到 的 随机 
事件 就 是 最 突出 的 例子 一 一 似乎 一 切 都 自 相 矛盾 。 

抛掷 一 枚 无 偏 便 币 ， 从 而 得 到 正 反面 的 序列 ， 实 验 结果 似乎 没什么 
神秘 之 处 了 ， 而 且 人 们 也 不 会 怀疑 自己 在 统计 上 的 预测 。 尽 管 如 此 ， 人 
们 对 许多 细微 之 处 并 不 了 解 ， 而 一 知 半 解 会 把 我 们 引 向 错误， 或 者 让 我 
们 在 赌局 中 输 钱 。 想 了 解 个 中 原因 ， 找 到 独立 等 概率 的 正 反面 序列 中 隐 
藏 的 所 有 陷阱 并 吸取 教训 ， 这 是 个 精细 且 困 难 的 工作 。 目 20 世纪 70 年 
RAR, 研究 人 员 发 表 了 几 十 篇 关于 这 一 课题 的 论文 , 足以 证 明 这 一 点 。 

我 要 讲 的 第 一 个 陷阱 来 自 1969 年 由 趣味 数学 爱好 者 沃尔特 JE 
提出 的 一 个 想法 : 不 停 抛 掷 一 枚 无 偏 硬 币 ， 直 到 获得 事先 给 定 的 某 个 正 
反面 序列 为 止 。 比 如 说 ， 我 们 和 希望 得 到 先 反 面 后 正面 的 序列 ， 记 作 “ 反 
E”, 或 者 是 两 次 正面 的 序列 ， 记 作 “ 正 正 ”。 

现在 的 问题 是 : 两 者 之 中 ， 哪 种 序列 先 出 现 的 概率 更 大 ? 如 何在 两 
种 序列 上 下 赌注 才 合理 ? 

第 一 种 推理 : 考虑 连续 抛 两 次 硬币 的 结果 , 得 到 “反正 ”和 “ 正 正 ” 
的 概率 都 是 一 样 的 ， 即 (1/2) = 1/4。 因 为 两 个 序列 “反正 ”和 “ 正 正 ” 
的 概率 相当 ,所 以 任何 一 种 情况 先 出 现 的 概率 相等 ,而 “反正 ”在 “ 正 正 ” 
之 后 出 现 的 概率 是 112。 两 个 序列 竞争 的 出 发 点 相同 ， 要 是 赌 一 把 的 话 ， 
我 们 可 以 随意 选择 其 中 一 个 ， 打 个 1 欧元 对 1 欧元 的 赌 。 

但 现实 却 大 不 相同 : 在 “反正 ”和 “ 正 正 ”的 竞争 中 , 序列 “反正 ” 
有 3/4 的 可 能 会 电 。 所 以 ,即使 用 2 欧元 押 在 “反正 ”上 对 赌 1 欧元 押 在 “ 正 
正 ” 上 ,也 是 有 利 的 。 不 偏 问 任何 玩家 的 赌局 应 该 是 在 “反正 ”上 押 上 3 
欧元 对 赌 在 “ 正 正 ”上 押 1 欧元 。 下 面 就 是 这 个 结论 的 证 明 。 

第 二 种 推理 ; 抛 硬币 前 两 次 的 结果 可 能 是 “反正 ”“ 正 反 ”“ 反 反 " 或 “ 正 
正 ”。 这 四 种 开头 的 可 能 性 相同 , 发 生 的 概率 都 是 14。 如 果 出 现 “ 正 正 ” 
的 话 ， 那 么 它 就 胜出 了 。 在 其 他 三 种 可 能 性 中 ， 胜 出 的 必定 是 “反正 ”。 
这 是 因为 在 出 现 一 次 反面 之 后 正 正 ”就 不 可 能 在 “ 正 反 ”之 前 出 现 了 : 
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只 要 反面 一 下 出现 , 这 两 个 序列 都 不 会 胜出 ; 而 一 旦 出 现 了 正面 ,“ 有 反正 ” 
束 胜 出 了 。 如 果 有 人 跟 你 打 这 个 赌 ， 那 就 请 选 “ 反 正 ” 吧 ,你 在 4 次 中 


能 赢 3 次 。 





m" 意料 之 外 的 平均 等 待 时 间 


当 抛 两 次 硬币 时 ， 得 到 “ 正 正 ”的 概率 与 得 到 “反正 ”的 概率 一 样 ， 都 是 
1/4。 不 断 抛 硬币 的 话 ,“ 正 正 ” 出 现 的 频率 是 /4,“ 反 正 ” 也 一 样 。 我 们 不 禁 
要 从 中 得 出 这 样 的 结论 ， 在 不 断 抛 和 硬币 时 ， 得 到 “ 正 正 ”与 “反正 ”所 需 的 时 
间 平 均 下 来 是 一 样 的 。 但 这 是 错 的 : 要 得 到 “ 正 正 ”平均 需要 抛 6 次 人 硬币， 而 
要 得 到 “反正 ”平均 只 需要 抛 4 次 。 这 个 结 末 对 直 和 党 是 个 巨大 的 冲击 ， 没 人 愿 
意 相 信 ! 
要 说 服 上 自己 相信 这 个 绪论 的 正确 性 ,我 们 可 以 做 个 验证 实验 ,或 者 数学 推导 。 
例 一 : 得 到 序列 “ 反 ”( 一 次 反面 ) 平均 需要 抛 2 次 ， 原 因 如 下 。 
口 第 一 次 就 得 到 反面 (一 次 完成 ) 的 概率 是 1/2; 在 平均 值 中 ，1 的 权重 
Wie 1/2。 

O 前 两 次 得 到 “ 正 反 ”的 概率 是 1/4， 这 时 需要 抛 两 次 硬币 ; 在 平均 值 中 ， 
2 的 权重 就 是 1/4。 

口 前 三 次 得 到 “ 正 正 反 ” 的 概率 是 8; 在 平均 值 中 ，3 的 权重 就 是 US, 
以 此 类 推 。 

因 些 ， 抛 出 “ 反 ” 平 均 需 要 的 次 数 是 下 面 级 数 的 和 : 

1/2+2x1l4+3xl8+4xl16+… 

这 个 级 数 可 以 用 经 典 的 等 比 数列 来 计算 : 

1/2 14 + 1/8 + =e =f 

1/2 +2 x 1/4+3x1/8+4x1/16+= = 

1/⁄22+ 1⁄4 + 1/8 + 116 十 … 

+ 1/4 + 1/8 + 1/16 F=“ 
+ 1⁄8 + 1/16 十 … 
t 1/16 -*-:- 

第 一 行 等 于 1， 第 二 行 等 于 1/2 (第 一 行 除 以 2 )， 第 三 行 是 /4 ( 第 一 行 除 
V4), 等 村 ss "FA, EERE 1- 1/2- 1/4 * 1/8 * --: 72, 

例 二 : 现在 来 计算 殷 出 “ 正 正 ” 平 均 需 要 的 次 数 7。 根 据 第 一 次 抛 人 硬币 的 
两 种 可 能 性 ， 我 们 有 : 
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T= 1/2 x( 第 一 次 得 到 正面 时 ， 抛 出 “ 正 正 ”平均 需要 的 次 数 )+1/2 x (第 
一 次 得 到 反面 时 ， 抛 出 “ 正 正 ”平均 需要 的 次 数 ) 

在 这 里 ， 第 一 次 抛 出 反面 后 ， 要 抛 出 “ 正 正 ”平均 需要 的 次 数 当 然 就 是 一 
开始 得 到 “ 正 正 ”平均 需要 的 次 数 加 1。 由 于 当 第 一 次 抛 出 反面 时 ， 相 当 于 丢 
了 一 次 机 会 : 反面 没 用 ， 之 后 也 用 不 到 ， 因 此 ， 上 面 求 和 的 第 二 项 就 是 1/2 x 
(+T) 

对 于 第 一 项 ， 如 果 第 一 次 抛 出 正面 ， 那 么 得 到 “ 正 正 ”平均 需要 的 次 数 可 
以 写成 : 

1/2 x (第 一 次 得 到 正面 ， 第 二 次 也 得 到 正面 时 ， 抛 出 “ 正 正 ”平均 需要 的 

次 数 ) 十 1/2 x (第 一 次 得 到 正面 ， 第 二 次 得 到 反面 时 ， 抛 出 “ 正 正 ”平均 需要 
的 次 数 ) 
其 中 ， 第 一 个 括号 的 值 显然 是 2。 对 
于 第 二 个 括号 ， 经 过 与 之 前 相同 的 推 
导 ， 我 们 能 得 出 它 的 值 是 (2 +T) M 
结 刚才 得 到 的 所 有 结论， 就 是 : 了 = 
12 x [1/2 x 2+1/2 x Q- T)]- 12 x 
(1L+7)， 从 中 解 出 7= 6。 

例 三 : 用 同样 的 方法 ， 借 助 例 一 
的 结 采 ， 我 们 能 得 到 抛 出 “反正 ” 平 
均 需 要 的 次 数 7'， 它 满足 : 

T'=1/2 x (第 一 次 抛 出 反面 时 ， 
得 到 “反正 ”平均 需要 的 次 数 )+ 1/2 x 
(第 一 次 抛 出 正面 时 ， 得 到 “反正 ” 平 
均 需 要 的 次 数 )=1/2 x(1+ 抛 出 “ 正 ” 
平均 需要 的 次 数 )+1/2 x (1+ T)= 
1/2 x (1+2)+1/2+772 
解 这 个 方程 就 得 到 T'— 4。 











第 一 种 推理 错 在 哪里 ?第 一 句 话 无 懈 可 击 ， 而 且 能 从 中 导出 一 个 结 





论 ， 就 是 在 抛 一 枚 无 偏 硬币 得 到 的 正 反面 长 序列 中 ,“ 反 正 ” 和 “ 正 正 " 


m 
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平均 出 现 的 次 数 相 同 。 错 误 就 在 第 二 名 话 中 :“ 因 为 两 个 序列 “反正 ”和 
正 正 ”出 现 的 概率 相当 ， 所 以 任何 一 个 序列 先 出 现 的 概率 都 是 相等 的 ， 
而 “反正 ”在 “ 正 正 ”之 前 出 现 的 概率 是 112。” 这 是 因为 ， 即 使 两 个 序 
列 出 现 的 可 能 性 相等 ， 它 们 之 间 类 似 第 二 种 推理 指出 的 那 种 关系 也 会 导 
致 一 出 现 反 面 ,“ 正 正 ” 就 不 可 能 突围 了 ， 而 这 也 导致 序列 “反正 ” 先 
出 现 的 可 能 性 是 “ 正 正 ” 先 出 现 的 3 倍 。 

在 比较 “反正 正 ” 和 “ 正 正 正 ” 谁 先 出 现时 ， 也 会 碰 到 这 种 现象 ， 
就 是 一 个 序列 会 阻碍 男 一 个 序列 的 出 现 。 在 这 里 ， 前 者 在 8 次 中 平均 能 
说 7 次。 更 普遍 的 结论 是 ,如 果 我 们 比较 “反正 …… 正 ”( 共 n--1 次 正面 ) 
和 “ 正 …… 正 ”( 共 次 正面 )， 那 么 第 一 个 序列 在 > 次 中 会 胜出 2 -1 
次 。 也 就 是 说 ,如 果 以 1000 欧元 对 1 欧元 来 赌 “ 反 正 正 正 正 正 正 正 正 正 ” 
先 于 “ 正 正 正 正 正 正 正 正 正 正 ”出 现 的 话 , 那么 你 应 该 训 不 犹 驳 地 下 注 。 
如 果 你 还 心 存疑 虑 ， 那 么 可 以 做 一 个 抛 人 硬币 实验 来 检查 这 个 结果 ， 比 如 
用 计算 机 编程 模拟 ， 或 者 取 圆 周 率 x 的 每 一 位 ， 出 现 奇 数 就 算 反面 ， 偶 
数 就 算 正 面 ( 如 下 图 欧元 硬币 所 示 )。 在 后 者 的 情况 中 ,你 从 3、1 或 4 
开始 都 可 以 。 我 承认 上 自己 做 过 这 个 测试 ， 确 保 在 多 次 抛 硬 币 得 到 的 宛 长 
序列 中 ， 正 正 ” 出 现 的 平均 次 数 跟 “反正 ”相同 ,而 我 还 曾 认 为 ,这 与 “ 反 
IE" RS 3/4 概率 优势 不 相 容 。 这 个 测试 结果 正如 理论 的 描述 , “反正 ”和 “下 
正 ” 出 现 的 频率 相等 ， 同 时 ， 第 二 种 推理 得 到 的 “反正 ”在 竞争 中 获胜 
的 概率 是 相当 有 利 的 3/4。 


下 边 这 个 小 小 的 枚 举 计 算 不 算 证 明 ( 而 第 二 种 推理 才 是 证 明 ! ), 
但 它 可 以 在 没有 计算 机 的 情况 下 说 服 你 一 一 虽然 有 点 奇怪 ， 但 之 前 提出 
的 各 种 陈述 可 以 互相 兼容 。 让 我 们 考虑 抛 4 次 便 币 得 到 的 16 种 等 概率 
可 能 的 序列 : 反 反 反 反 、 反 反 反 正 、 反 反正 反 、 反 反正 正 、 反 正 反 反 、 
正人 下 RaEIERL. IIEIEIE. IEAXERI. IERUXAIE,. IEJIXIEIZ. 1E 
KORE, IER I. ILERE, ELE LELE. 


“ 正 正 ”这 个 序列 跟 “ 反 正 ” 一 样 ， 出 现 了 12 次 ， 所 以 它们 在 频率 
上 是 相同 的 ， 而 “ 正 正 ”( 还 有 “ 正 反 ”) 在 抛 4 次 硬币 得 到 的 16 种 可 
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能 性 给 出 的 48 对 相 邻 结果 中 出 现 的 概率 是 /4。“ 正 正 ” 和 “反正 ” 序 
列 哪 个 会 先 出 现 呢 ? 我 们 观察 到 “反正 ”胜出 了 10 次 (以 绿色 表示 )， 
而 “ 正 正 ”只 胜出 了 4 次 (以 红色 表示 )。 在 两 种 情况 (“有 反 反 反 反 ”和 
“ 正 反 反 反 ”) 中 ,两 个 序列 都 没有 出 现 , 所 以 需要 继续 抛 人 硬币 ,但 “反正 ” 
必定 会 胜出 , 因为 这 两 个 悬而未决 的 序列 都 以 反面 结束 , 这 就 注定 了 了“ 正 
IE" 不 可 能 在 “反正 ”之 前 出 现 。 将 它们 全 部 加 起 来 ,我 们 会 发 现 “ 反 正 ” 
恰好 能 在 4 次 中 顾 3 次 。 

如 条 我 们 比较 其 他 长 度 为 2 的 序列 ， 并 观察 哪 一 个 移出 现 的 话 ， 那 
么 我 们 不 难得 到 以 下 的 绪 采 《由 对 称 性 产生 ， 或 者 能 归结 到 “ 正 正 ”对 
“反正 ”的 情况 ): 


“ 反 反 ”说 “反正 ”的 概率 是 2, 
HEC Wh ER” WERKE 1/4, 
“RE” BA EE” WREKE 1/2, 














“反正 ?” Eo “ER” 的 概率 是 1/2, 
“ 正 正 ” 的 概率 是 3/4, 
“ 正 正 ”的 概率 是 1/2。 





“反正 33? 
“ER 29 


zy m 
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第 三 次 抛 硬币 e 次 抛 硬 币 G 次 抛 硬币 





给 定 两 个 正 有 反面 的 序列 ， 比 如 “反正 ”和 “ 正 正 ”， 我 们 抛 一 枚 硬币 ， 和 直到 
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两 个 序列 中 的 一 个 率先 出 现 ， 这 个 序列 就 赢 了 。 与 常识 推 朵 相反 的 是 ,“ 反 正 ” 
序列 胜利 的 可 能 性 比 “ 正 正 ” 大 【平均 每 4 次 能 赢 3 次 )。 
要 证 明 这 一 点 ， 可 以 直接 推导 ( 见 正文 )， 但 这 里 展示 的 状态 图 方法 可 以 推 
广 到 任意 一 对 序列 ， 甚 至 是 上 个 序列 之 间 的 比赛 。 
这 种 方法 能 够 〈 不 通过 模拟 ) 确定 这 类 竞赛 中 各 方 的 胜率 。 
我 们 先 画 出 一 幅 图 ， 其 中 的 顶点 都 是 比赛 中 序列 的 所 有 可 能 开端 。 如 果 项 
点 N 代表 的 序列 在 末端 加 上 “ 正 ” 或 “ 反 ”， 再 去 掉 开 头 变 得 与 研究 的 序列 无 
关 的 几 次 抛 和 硬币 结果 ， 就 会 变 成 N' 代 表 的 序列 ， 那 么 就 画 出 一 条 由 N TRIS] NU 
的 弧 。 借 助 这 个 图 ， 我 们 可 以 一 步 一 步 追 踪 每 一 次 抛 人 硬币 在 图 中 前 进 时 的 概率 ， 
从 而 计算 不 同情 况 出 现 的 概率 。 
口 一 开始 ， 正 、 反 面 都 没有 ， 处 于 状态 “无 ”的 概率 是 1。 
O 在 抛 一 次 硬币 之 后 ， 初 始 的 1 被 分 成 了 两 份 12， 分 别 在 “ 反 ” 和 “ 正 ” 
的 状态 上 。 这 说 明 在 抛 一 次 硬币 之 后 ， 有 1/2 的 概率 处 于 状态 “ 反 ”， 而 
状态 “ 正 ” 也 一 样 。 
口 在 抛 第 二 次 硬币 之 后 ,“ 正 ”的 1/2 概率 会 被 分 成 两 份 14。 第 一 份 1/4 
位 于 状态 “ 正 正 ”上 ， 现 在 标记 着 1/4。 状 态 “ 反 ”将 自己 一 半 的 概率 分 
到 状态 “反正 ”上 (标记 着 1/4 ); 另 一 半 概 率 留 给 自身 ， 并 将 这 一 半 和 
来 自 “ 正 ”的 那 份 /4 相 加 ， 得 出 “反正 ”的 概率 是 112。 这 些 数字 表示 
的 是 在 抛 两 次 硬币 之 后 ， 人 处 于 图 中 相应 状态 的 概率 。 
图 中 顶点 上 标记 的 概率 依据 相同 的 规则 流动 ， 每 个 值 被 一 分 为 二 ， 沿 着 箭 
头 移 向 相 邻 的 顶点 。 在 多 次 抛 人 硬币 之 后 ， 这 就 给 出 了 处 于 某 个 状态 的 概率 (用 
红色 表示 )。 当 然 , 当 有 些 概 率 到 达 了 在 比赛 中 事先 给 定 的 序列 , 它 就 不 再 移动 。 
同样 ， 在 任何 一 步 计算 中 ， 顶 点 处 概率 的 总 和 都 是 1。 
显然 ,到 达 “ 正 正 ” 的 1/4 不 会 再 改变 了 , 而 剩 下 的 3/4 会 逐渐 到 达 “ 反 正 ”; 
外 推 到 无 穷 次 的 时 候 ,“ 反 正 ” 的 标记 就 是 34。 在 无 穷 次 抛 硬币 之 后 ， 这 个 图 
HBH 了“ 反正” 和“ 正 正 ”的 胜利 概率 分 别 是 3/4 和 1/4。 
将 这 一 方法 应 用 到 下 图 中 ， 我 们 很 快 就 能 知道 “ 反 反 反 ” 对 阵 “ 正 反 反 ” 
的 胜利 概率 只 有 1/8。( 因为 在 没有 得 到 两 个 序列 中 任何 一 个 之 前 ， 我 们 是 不 会 
停 手 的 ， 所 以 只 有 8 的 概率 会 到 达 “ 反 反 反 ”， 而 其 他 部 分 的 概率 最 终 会 到 达 
“ 正 反 反 ”。) 如 果 图 非常 复杂 的 话 ， 那 么 研究 概率 如 何在 顶点 中 流动 可 能 会 变 得 
非常 困难 。 但 是 ， 这 样 的 研究 可 以 归结 为 线性 代数 的 问题 ， 而 我 们 知道 如 何 处 
理 它们 ， 所 以 在 一 般 情 况 下 ， 状 态 图 方法 可 以 得 到 任意 数目 的 序列 在 比赛 时 各 
自 的 获胜 概率 。 
状态 图 中 的 概率 流动 遵循 的 正 是 谷歌 搜索 引 苟 给 网 页 打分 的 原则 ， 这 些 分 
数 决 定 了 在 搜索 时 不 同 网 页 的 显示 次 序 。 最 初 ， 引 警 会 给 每 个 页 面 赋予 相同 的 
分 数 ， 而 在 每 一 步 重新 分 配 时 ， 这 些 分 数 会 被 分 成 几 部 分 ,传递 给 所 有 被 引用 
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网 页 上 ， 经 利和 被 引用 的 网 页 就 会 有 更 高 
的 分 数 。 在 几 次 重复 迭代 之 后 (不 需要 
无 穷 次 )， 重 新 分 配 的 过 程 就 会 得 出 一 个 
令 人 满意 的 网 页 知名 度 值 。 这 个 迭代 过 
程 可 以 轻松 地 并 行 ， 即 使 有 数 以 十 亿 计 
的 网 页 要 打分 ， 也 能 正 第 运行 。 








B 平均 等 每 时 间 


不 巧 的 是 ， 我 们 刚才 人 研究 的 特殊 情况 不 能 告诉 我 们 任意 两 个 序列 相 
互 竞争 会 发 生 什 么 ， 比 如 “反正 反 ” 和 “ 正 正 正 ?。 平 均等 待 时 间 的 概 
念 大 概 可 以 帮助 我 们 。 给 定 一 个 序列 S， 我 们 把 连续 抛 硬币 直到 S 出 现 
的 平均 次 数 叫 作 “S 的 平均 等 待 时 间 ”。 比 如 说 ,“ 反 ”( 或 “ 正 ”) 的 平 
均等 待 时 间 是 2( 见 框 1 )。 

抛 磊 次 便 币 的 话 ,两 个 长 度 为 大 的 序列 S 和 S' 会 以 相同 的 概率 出 现 ， 
所 以 ， 如 果 不 断 抛 硬币 的 话 ， 那 么 它们 出 现 的 频率 也 相同 。 我 们 很 容易 
就 此 认为 ，S 和 SS 的 平均 等 待 时 间 相 同 。 然 而 这 是 不 对 的 。 跟 之 前 两 个 
序列 竞争 的 情况 一 样 :“ 正 正 ” 的 平均 等 待 时 间 是 6， 而 “反正 ”的 平均 
等 待 时 间 是 4。 这 个 惊人 的 结论 符合 之 前 “ 正 正 ”和 “反正 ”的 对 比 结果 。 
在 一 连 串 抛 人 硬币 序列 中 ， 平 均 来 说 ,“ 正 正 ” 会 比 “ 反 正 ” 出 现 得 更 晚 ， 
当 我 们 想 知 道 哪 个 更 常 完 出 现时 ,“ 正 正 ” 被 “反正 ”打败 也 是 很 自然 的 事 。 
我 们 能 否 通 过 6 和 4 的 平均 等 得 时 间 推 凯 出 之 前 得 到 的 “反正 ”的 获胜 
概率 3/4 呢 ? 很 难说 。 如 果 你 想 找 到 具体 规律 的 话 ， 那 么 可 能 永远 也 找 
不 到 : 在 这 里 ， 出 人 意料 、 与 直觉 相反 的 现象 又 出 现 了 ， 从 平均 等 待 时 
间 推 出 3/4 只 是 一 种 约 想 。 这 是 因为 ， 序 列 S, 的 平均 等 竺 时 间 可 以 比 另 
一 个 序列 S, 的 要 长 ， 但 在 S fS, 的 竞赛 中 ， 序 列 S, 先 于 S, 出 现 的 情 
况 更 多 ， 而 不 是 反 过 来 。 

这 种 矛盾 状态 最 简单 的 例子 ， 就 是 $1 = “RERE” M S, =“ 正 反 
正 正 ” 这 两 个 序列 。 序 列 $i 的 平均 等 待 时间 是 20， 而 S; 的 平均 等 竺 时 
间 是 18。 然 而 S, 比 S, 先 出 现 的 概率 是 /14， 也 就 是 大 约 0.6428。 对 于 
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“出 现 频率 "”“ 平 均等 签 时间” 和 “在 两 个 序列 的 比赛 中 胜出 ”这 三 个 概 
念 ， 虽 然 我 们 在 比较 两 个 序列 的 时 候 会 老生 党 将 三 者 联系 起 来 ， 但 它们 
实际 上 是 相互 独立 的 | 








m 非 传 违 性 


我 们 继续 讨论 刚才 碰 到 的 多 重 迟 论 。 

一 、 两 个 长 度 相同 的 序列 在 无 限 长 的 抛 便 币 序列 中 的 一 个 给 定位 置 
上 出 现 的 概率 相同 ， 所 以 ， 它 们 出 现 的 平均 频率 也 相同 。 

二 、 在 两 者 的 比赛 中 ， 有 可 能 一 个 序列 比 另 一 个 更 经 党 率先 出 现 。 
、 两 者 的 平均 等 待 时 间 有 可 能 不 同 。 

为 外 ， 还 有 下 面 这 个 看 起 来 很 复杂 的 现象 : 

四 、 在 两 个 序列 的 比赛 中 ,平均 来 说 ， 在 统计 上 更 述 出 现 的 序列 反 
而 更 有 可 能 完 出 现 。 

抛 便 币 序列 的 反 下 和 沉 表 现 还 远 不 止 这 些 : 

五 、 一 个 较 短 的 序列 有 可 能 在 比赛 中 胜 过 更 长 的 序列 ， 比 如 “ 反 反 
反 ” 和 “ 正 正 反 反 "， 后 者 先 出 现 的 概率 是 7/12。 


六 、 在 比赛 中 ，4 个 序列 可 以 以 同样 的 机 会 先 出 现 ( 各自 的 概率 是 
25% )， 但 在 两 两 比赛 中 ， 获 胜 的 概率 却 总 是 不 同 。 

比如 序列 “ 反 反 正 ?“ 反 正 正 ?“ 正 反 反 ”和 “ 正 正 反 ”， 当 4 个 序 
列 同 时 比赛 时 ， 每 个 序列 先 出 现 的 概率 都 是 23%; 但 在 两 两 比赛 时 ，4 
个 序列 的 获胜 概率 总 是 不 一 样 。 

七 、 两 两 对 决 的 话 ， 有 可 能 得 到 类 似 S, S.. S; AS, con 人 
万 Sa, 但 S, 又 能 赢 S, 的 循环 。 

“ 反 反 正 ”“ 反 正 正 ”“ 正 正 反 ”和 “ 正 反 反 ” 这 4 个 序列 就 组 成 了 
这 样 的 循环 ( 见 框 3 ). 

“ 反 反 正 ” 能 以 2/3 的 概率 该 “反正 正 ”， 

“反正 正 ” 能 以 3/4 的 概率 赢 “ 正 正 反 ”， 
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“EER” PE 2/3 BEES SA "EIC, 
“ 正 反 反 ” 能 以 3/4 的 概率 赢 “ 反 反正 ”。 





3.] 实力 关系 的 非 传递 性 





“MIIE” A 反正 让 -反正 让 W EEK EE 对 ERK” 4H CIE 
反 反 ”对 “ 反 反 正 ” 这 四 场 序列 比赛 的 状态 图 表明 ， 在 每 次 对 垒 之 中 ， 第 一 
序列 都 能 胜 过 第 二 个 序列 ， 这 是 一 个 看 似 了 矛盾 的 循环 。 

“ 反 反 正 ” 能 以 2/3 的 概率 胜 过 “反正 正 ”, 可 以 用 状态 图 来 理解 , 方法 如 下 。 
一 开始 ， 在 状态 “无 ”上 放 上 1， 然后 跟踪 这 个 1 在 每 次 掷 硬币 后 的 变化 。 尽 
管状 态 “ 无 "有 个 入 头 指 癌 上 自己 ,但 在 极限 情况 下 ,全 部 概率 1 都 会 到 达 状 态 “ 反 ”。 
而 “ 反 ” 会 将 一 半 概 率 移 到 “ 反 反 ”上 ， 这 些 概率 最 终 会 到 达 “ 反 反正 ”。 状 态 
“ 反 ” 的 另 一 半 概 率 移 到 “反正 ”上 , 而 其 中 的 一 半 ( 也 就 是 1/4 ) 会 将 移 到 “ 反 
IEIE" E. ”反正 ”的 另 一 半 1/4 概率 会 移 到 “ 反 ” 上 , 这 些 概 率 又 有 一 半 【〈J1/8 ) 
移 到 “ 反 反 正 ” 上 , 另 一 半 移 到 “反正 ”上 。 接 着 , 这 一 半 概 率 中 的 一 半 〈1/16 ) 
会 移 到 “反正 正 ” 上 ， 以 此 类 推 。 顶 点 “反正 正 ” 最 后 总 计 接 收 的 概率 就 是 1/4 + 
1/16 + 1/64+…=13。 剩 下 的 概率 为 203， 自 然而 然 就 到 达 了 “ 反 反 正 ” 上 。 

现在 “反正 正 ” 能 以 3/4 的 概率 胜 过 “ 正 正 反 ”, 这 个 结果 就 更 容易 解释 了 ， 
因为 “ 正 正 ”总 计 只 会 接收 1/4 概率 。 wae 另外 两 个 状态 
图 与 前 两 个 完全 一 样 ， 因 此 可 以 沿用 之 前 的 分 析 。 这 个 循环 的 证 明 就 完成 了 。 
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B 纠正 简 蛙 化 的 误区 


因此 ， 我 们 面 对 的 是 一 个 非 传 递 性 的 悖 论 。 直 觉 向 我 们 耳语 ， 每 个 
友 列 都 有 上 自 里 的 实力 ， 借 此 领先 于 其 他 友 列 ， 如 果 Si 比 S E, S, 比 
S, 更 强 ， 那 么 Si 一 定 比 $; 更 强 。 但 这 只 是 错觉 ， 因 为 某 个 序列 可 以 比 
第 二 个 “更 强 ”， 却 比 第 三 个 “更 弱 ”。 在 体育 竞赛 或 选举 问题 中 同样 存 
在 这 样 的 情况 ( 见 第 1 章 )。 

本 章 的 框 内 文字 解释 了 如 何 利用 具体 计算 来 验证 刚才 所 说 的 结论 。 
在 认真 研究 这 些 方法 后 ,我 们 的 理解 会 更 精确 ， 改 正 自己 明显 不 可 靠 的 
本 能 判断 。 仔 细 研 究 并 理解 第 二 种 推理 之 后 ， 我 们 就 能 接受 “反正 ”会 
比 “ 正 正 ” 更 可 能 先 出 现 这 一 点 一 一 最 终 ， 我 们 不 再 为 此 大 惊 小 怪 。 状 
态 图 ( 见 框 2 ) 同样 能 让 我 们 清楚 理解 “ 反 反 正 ” 更 可 能 比 “ 反 正 正 ” 
先 出 现 等 现象 的 原因 。 这 种 方法 也 能 在 更 普遍 的 情况 中 展现 不 同 序列 的 
强 弱 对 比 ， 还 能 帮助 我 们 理解 (并 计算 ) 这 种 对 比 是 如 何 从 两 个 序列 的 
结构 中 得 出 的 , 以 及 为 什么 没有 独立 于 参加 序列 比赛 而 存在 的 序列 实力 。 


只 知道 序列 Si 出 现 的 频率 和 平均 等 待 时 间 ， 不 足以 预测 它 与 男 一 
个 序列 S, 比赛 时 的 实力 。 因 为 这 个 实力 取决 于 S, 是 什么 ， 而且 只 针对 
S, 5j S, 的 苋 争 一 一 这 与 我 们 的 最 初 判 断 恰 好 相反 。 我 们 的 本 能 判断 为 
什么 会 有 缺陷 ? 这 可 能 是 因为 ， 根 据 我 们 在 此 之 前 的 大 量 经 验 ， 竞 赛 参 
与 者 的 实力 来 自 其 自身 拥有 的 某 种 资质 ( 比如， 在 赛跑 中 “ 跑 得 快 ”的 
资质 )， 而 这 与 遇 到 的 是 什么 对 手 没 有 关系 。 

利用 状态 图 计算 谁 会 先 出 现 ， 是 个 精细 的 工作 。 我 们 能 不 能 更 迅速 
地 得 到 结果 ? 约翰 康 威 用 一 个 神奇 的 算法 确定 了 某 个 序列 的 平均 每 待 
时 间 ， 以 及 一 个 序列 对 阵 另 一 个 序列 获胜 的 概率 ( 见 框 4 )。 

人 们 不 太 理 解 ， 康 威 这 个 简单 得 不 像 话 的 算法 为 什么 能 给 出 正确 的 
答案 ， 就 像 康 威 给 出 的 其 他 结果 那样 。 这 位 数学 家 从 未 发 表 过 他 的 算法 
能 恰当 地 计算 出 结果 的 证 明 ( 这 不 表示 他 不 知道 怎么 证 明 )。 人 们 发 表 
了 不 同 的 证 明 ， 但 没有 一 个 是 简单 的 。 幸 好 ， 康 威 的 才能 让 我 们 拥有 了 
一 个 相当 快 的 程序 ， 能 计算 出 两 个 序列 在 比赛 中 谁 是 胜 者 ， 以 及 它们 的 
平均 等 待 时 间 。 然 而 据 我 所 知 ， 对 于 “在 三 个 或 更 多 序列 的 比赛 中 谁 会 
获胜 ”这 个 问题 ， 还 没有 类 似 的 算法 。 
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B 依次 选择 


我 们 可 以 用 正 反 面 的 序列 来 做 洲 戏 。 如 采 你 百 接 让 对 方 在 会 得 的 序 
列 (“ 正 正 ”) 上 押 上 注 ， 而 自己 留 着 会 疗 的 序列 (“反正”)， 那 么 对 方 难 
免 要 起 疑 。 最 好 是 让 对 方 乞 选择 一 个 序列 ， 然 后 目 己 选择 忆 一 个 长 度 相 
同 ， 却 能 打败 对 方 的 序列 。 


对 于 某 个 给 定 序列 S， 如 何 得 到 另 一 个 能 打败 S 的 序列 ? 详细 列 出 
所 有 序列 ， 用 康 威 的 算法 比较 所 有 可 能 性 ， 就 能 给 出 对 应 的 结 

如 果 第 一 位 玩家 选择 了 超过 10 个 正面 或 者 反面 的 序列 ， 那 么 这 个 计 
算 从 一 开始 就 会 很 复杂 ， 其 至 不 可 能 完成 。 即 使 在 控制 序列 长 度 不 超过 5 
的 情况 下 ， 将 (预先 计算 好 的 ) 获胜 概率 表 背 下 来 也 不 可 取 。 怎 么 办 ? 

直到 2006 年 ， 这 个 问题 的 最 一 般 情 况 才 被 美国 加 利 福 尼 亚 大 学 圣 
迭 臣 分 校 的 丹尼尔 ， 费 利 元 斯 解决 。 然 而 ， 他 找到 的 规则 ( 也 适用 于 将 
便 币 换 成 上 面 般 子 的 情况 ) 太 复 杂 ， 没 办 法 在 这 里 写 下 来 。 池 好 我 们 有 
下 面 这 个 由 马 元 "安德鲁 斯 在 2004 年 提出 的 规则 ， 即 使 这 个 规则 不 能 
保证 胜利 的 概率 最 大 ， 但 它 相 当 好 用 ， 而 且 便于 心算 。 

面 对 第 一 位 玩家 选择 的 序列 S， 在 你 目 己 的 序列 S' 中 ， 将 第 一 个 元 
ZPU S PRAT “AE; 然后 接 上 序列 S$ 本 身 ， 除 去 最 后 
一 个 元 素 。 举 个 例子 ， 如 果 你 的 对 手 选 择 了 S=“ 反 反正 反正 反 反 正 ”， 
那么 你 先 看 看 序列 中 的 第 二 个 元 素 ， 它 是 “ 反 ”， 你 将 它 “ 翻 过 来 ”得 
到 “ 正 ”; 然 后 ,在 其 后 加 上 对 手 的 序列 ;最 后 ,除去 序列 中 最 后 一 个 “ 正 ”， 
这 样 就 得 出 了 S'=“ 正 反 反 正 反 正 反 反 ”。 康 威 的 算法 告诉 我 们 ， 这 样 获 
胜 的 概率 是 123/188 = 65.43%， 差 不 多 是 203。 然 而 ， 利 奥 尼 达 斯 吉 巴 
斯 和 安德鲁 奥 德 里 效 科 证 明了 ， 应 对 第 一 位 玩家 的 选择 的 最 好 对 策 并 
不 是 由 安德鲁 斯 的 方法 给 出 的 序列 ， 也 不 是 将 对 方 序列 的 第 一 个 元 陛 反 
过 来 得 到 的 序列 。 为 外 ， 无 论 第 一 位 玩家 选择 哪 一 种 方法 ， 对 于 长 度 至 
少 为 3 的 所 有 序列 来 说 ， 都 存在 一 种 对 策 ， 能 让 第 二 位 玩家 的 获胜 概率 
KF 9/14 ( 约 等 于 64.2996 ); 

我 们 对 概率 问题 的 直觉 稼 尝 有 偶 差 ， 因 为 直觉 轻率 地 推广 了 某 些 
通常 正确 ,但 其 实 存 在 例外 的 规则 ， 比 如 游戏 玩家 的 实力 与 对 手 没 有 
关系 。 我 们 的 下 觉 不 人 够 细致 ,会 将 “在 两 个 序列 之 则 比赛 中 获胜 ”和 “ 平 
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均等 待 时 间 更 短 ” 混 为 一 谈 。 数 学 家 的 工作 就 是 ; 
错误 证 据 而 造成 的 混乱 ,证明 我 们 眼中 的 怪 论 不 
捉摸 的 结论 。 


澄清 这 些 因 常识 给 出 
“过 是 数学 里 





有 点 难以 
m 约翰 康 威 的 神奇 算法 








约翰 : 康 威 构思 了 一 个 算法 ,不 需要 使 用 状态 图 ， 无 论 序列 有 多 复 2 
也 能 指出 两 个 序列 的 比赛 结果 。 
的 上 面 : 








复杂 、 多 长 ， 

比如 ， 设 两 个 序列 A =“ 反 正 反 反 ” 和 B=“ 反 反 正 正 ”。 我 们 将 A SEB 

A 反正 反 反 
B 反 反 正 正 

如 果 两 个 序列 相同 , 那么 就 在 序列 上 方 写 上 1 

0 
ARERR 
B 反 反 正 正 


MRSE 0; 此 处 应 
现在 ， 我 们 来 比较 


序列 的 最 后 3 个 元 素 ERR” ) 和 第 二 个 序列 
的 前 325638 (“ 反 反正 ”)。 如 果 这 些 子 序列 相同 ， 那 么 我 们 就 再 写 上 一 个 1 
否则 就 写 0; 于 是 有 : 


00 
A 反正 反 反 
B 反 反 正 正 
我 们 再 比较 第 序列 的 最 后 两 个 元 素 (“ 反 反 ”) 和 第 二 个 序列 的 前 两 个 
TTR (“RE”), FF, wara: 
0011 23 
ARERR 
B Js EIE 
文 个 0-1 序列 可 以 被 看 成 二 进 制 中 的 整数 。 
这 就 是 A 相对 于 B 的 关键 值 


， 记 作 (A, B) 
利 概率 与 A 的 胜利 概率 之 比 就 是 : 





在 这 里 Key(A, B) = 3。B 的 胜 
[Key(A, A)— Key(A, B)|/[Key(B, B) - Key(B, A)| 
应 用 康 威 算法 得 到 的 结果 就 是 : 
0011=3 100129 0000=0 1000=8 
ARERR ARERR B 反 反正 正 了 B 反 反正 正 
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BEREE ARERR ARERR B 反 反正 正 
Key(A, A)— Key(A, B)= 6 
Key(B, B) - Key(B, A) = 8 
也 就 是 说 ， 当 A-"IERX" w 8 KAHR, B= "LOIEIE" PPP 61X. 
换 句 话说 ，A 能 说 B 的 概率 是 8/(6 + 8)= 4/7. 
看 看 男 一 个 例子 : A= “反正 反 ”，B =“ 反 反正 ” 
001=1 10125 010=2 100=4 
ARER ARER BARRE BRKE 
BRE ARER ARER BRKE 
Key(A, A) - Key(A, B) = 4 
Key(B, B) - Key(B, A) - 2 
所 以 ， 当 A =“ 反 正 反 ” 赢 2 次 的 时 候 ，B =“ 反 反正 ”平均 赢 4 次 。 换 句 话 说， 
A JED B 的 概率 是 2/(2 +4)= 1/3。 
想 要 证 明 这 个 算法 能 给 出 正确 结果 ， 十 分 困难 ， 但 证 明 方 法 有 好 几 种 。 
康 威 算法 的 另 一 个 奇妙 之 处 在 于 ，2Key(A, A) 的 数值 就 是 序列 A 的 平均 等 
待 时 间 。 这 让 我 们 可 以 验证 框 1 中 得 到 的 结果 :“ 正 正 ” 的 平均 等 待 时 间 是 6, 
而 “反正 ”的 平均 等 待 时 间 是 4。 
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“无 能 者 ”与 彼得 原理 


幽默 和 严肃 的 科研 工作 ， 两 者 有 时 只 有 一 纸 之 隔 。 彼 得 原理 就 是 这 
样 的 例子 ， 这 是 一 项 “学 术 地 位 ” 仍 不 确定 的 法 则 。 


HPH 10 枚 骨 子 ， 然 后 重新 投 拉 那些 没有 掷 出 1 的 人 般 子 ， 直 到 所 有 
WT HB T 1o 


PUB ST Spo 1 的 时 刻 总 会 到 来 。 有 人 将 这 个 事实 应 用 到 企业 中 
的 晋升 问题 上 上 ， 就 得 到 了 彼得 原理 : 如 果 某 位 员工 每 次 都 能 成 功 完成 任 
务 ， 老 板 每 次 都 将 他 提拔 到 执行 男 一 个 任务 的 职位 上 ， 那 么 终 有 一 天 ， 
这 位 员工 无 法 胜任 自己 所 处 职位 的 任务 ， 于 是 ， 他 无 法 再 得 到 升迁 ， 最 
后 只 得 一 直 留 在 这 个 不 适合 自己 的 岗位 上 。 

用 美国 人 劳伦斯 . 彼得 (1919—1990) 的 话 来 说 ， 在 层级 架构 中 ， 
最 终 所 有 人 都 会 到 达 不 能 胜任 的 高 度 。 下 面 是 对 彼得 原理 的 两 个 推论 : 

O 随 着 时 间 推 移 ， 被 不 能 胜任 的 人 占据 的 职位 比例 会 越 来 越 大 ; 

OQ 对 于 能 胜任 工作 的 人 ， 他 们 的 工作 量 不 会 停止 增加 。 

RITER e 赫 尔 合 车 的 那 本 书 (1969 ^E.) 能 风行 世界 ， 这 可 
能 要 归结 于 这 本 书 中 心 论题 的 两 面 性 : 它 在 逻辑 上 似乎 无 懈 可 击 ， 但 不 
可 能 是 正确 的 …… 因 为 这 太 匾 廖 了 。 和 披 得 在 书 中 解释 了 ， 如 果 说 “万 事 
必定 不 顺 遂 ”( 这 也 是 这 本 书 的 副标题 )， 那 是 因为 没有 任何 东西 可 以 抗 
拒 这 种 无 情 的 逻辑 。 怎 样 才能 看 清 这 一 点 ? 在 能 用 彼得 原理 来 正确 解释 
的 情况 里 ， 如 何 衡量 它 的 真实 影响 ? 怎样 对 企业 人 事 管 理 和 层级 架构 中 
的 升迁 加 以 管理 ， 才 能 过 制 并 抵消 彼得 原理 的 可 能 影响 ? 

针对 彼得 原理 的 严肃 研究 ,涉及 了 大 量 的 学 科 , 包 括 经 济 学 、 社 会 学 、 
心理 学 、 管 理学 、 博 蛮 论 和 政治 学 ， 更 令 人 上 吃惊 的 是 还 有 物理 学 、 计 算 
机 科学 和 生物 学 。 
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劳伦斯 ， (PEIUS AERA: ERROR, BDÉ o LB 
倾向 于 被 提拔 到 不 能 胜任 的 层级 。” 它 背后 的 逻辑 似乎 无 法 反驳 ， 同 时 也 有 这 和 样 
一 个 推论 :“ 随 着 时 间 流 逝 ， 所 有 岗位 都 会 被 不 能 完成 相应 任务 的 人 占据 。” 我 
们 不 禁 要 问 : 怎样 才能 确定 谁 无 法 胜任 ”记者 安娜 ， 施 泰 格 尔 提出 了 以 下 几 个 
准则 。 

1. 该 人 的 权力 是 将 工作 委托 给 他 人 ， 他 喜欢 将 自己 形容 为 团队 的 指挥 者 ; 

2. 装模作样 ， 吵 吵 阅 闲 ， 向 那些 愿意 相信 的 人 展示 出 很 忙 的 样子 ; 

3. 在 走廊 里 快 步 走 ， 好 像 一 直 都 很 忙 ; 

4. 如 果 对 这 个 人 来 说 犯错 是 人 之 常情 ， 那 么 将 错误 推 到 别人 身上 更 是 人 之 
常情 ; 

5. 无 论 发 生 了 什么 ， 不 能 胜任 的 人 都 会 努力 装 作 一 切 在 意料 之 中 ; 

6. 在 上 级 面前 殿 勤 有 加 ， 却 以 羞辱 下 属 为 乐 ， 尤 其 是 那些 他 最 需要 的 下 属 ; 

7. 贪恋 权力 关系 ， 每 天 都 提醒 下 属 ， 他 们 不 过 是 自己 的 下 属 ; 

8. 如 果 没 有 成 功 的 话 ， 那 么 他 总 会 消灭 自己 失败 的 证 据 ; 

9. 在 传达 指令 的 时 候 ， 他 会 滥用 便利 贴 、 邮 件 和 部 门 通知 来 拉 开 距离 ， 避 
免 面 对 面 的 接触 ; 

10. 在 会 议 上 会 装 作 自己 说 了 算 ， 不 音 于 将 之 前 的 发 言 归功 于 自己 。 

管理 学 是 一 门 奇怪 的 科学 ， 创造、 推行 那些 失败 管理 模式 的 大 师 们 ， 并 没 
有 时 刻意 识 到 现实 人 性 的 微妙 之 处 和 不 可 忽略 的 社会 现状 。 但 幸运 的 是 ， 幽 默 
让 我 们 在 面 对 那 些 产生 灾难 性 后 果 的 管理 模式 时 不 会 过 分 严肃 。 

彼得 原理 就 是 这 种 幽默 的 例子 ， 它 的 真实 性 貌似 红 庸 置疑， 但 它 别 笑 了 所 
描绘 的 社会 现象 。 

人 们 还 提出 了 其 他 类 似 的 法 则 ， 让 大 家 开怀 大 笑 ， 然 后 深 深 思索 。 

“ 当 某 个 设备 运作 良好 时 ， 人 们 会 将 它 用 到 原本 设计 中 没有 涉及 的 地 方 ， 直 
到 它 无 法 运转 。”( 美国 核 安 全 专家 威廉 : 科 科 伦 ) 

“一 个 令 人 满意 的 软件 通常 会 发 展 并 完善 到 某 个 程度 ,使 人 们 再 也 不 能 驾 
驭 它 的 复杂 度 ,以 及 它 的 使 用 方法 。 “不 称职 的 员工 会 被 直接 提拔 到 管理 职位 ， 
他 们 此 前 可 能 无 法 胜任 任何 职位 。”( 美国 漫画 家 斯 科 特 . 亚当 斯 的 “ 采 伯 特 
法 则 ”) 

“一 项 工作 会 不 断 膨胀 ， 直 到 占据 所 有 用 于 完成 它 的 时 间 为 止 。”( 英国 历史 
学 家 、 散 文 家 西里 尔 … 帕 金 森 的 “ 帕 金 森 定律 ”) 

“能 力 有 限 的 人 会 得 出 错误 的 结论 、 做 出 糟糕 的 决定 ， 但 他 们 的 无 能 也 限制 
了 其 批判 、 分 析 的 能 力 ， 导 致 他 们 无 法 察觉 、 理 解 或 更 正 自己 的 错误 。”(“ 邓 宁 - 
克 和 鲁 格 效应 ”的 认 知 偏差 现象 ) 
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即使 在 自然 界 中 ， 彼 得 原理 似乎 也 有 
用 武之 地 。 不 同 种 的 序 游 植物 之 间 的 竞争 
令 人 费解 ， 而 它们 巨大 的 物种 数量 长 期 以 
来 都 有 点 不 合 常理 。2009 年 ， 美 国生 物 
学 家 威廉 . 德 拉 姆 和 他 的 同事 发 现 了 一 个 
奇怪 的 机 制 ， 能 部 分 解释 这 些 物 种 巨大 的 
多 样 性 ， 这 似乎 就 是 彼得 原理 在 生物 界 中 
一 个 引 人 注 目的 例子 。 

在 北美 州 西海 岸 的 海洋 上 层 ， 能 看 到 
大 量 不 同 种 的 浮游 植物 。 这 些 物种 呈 平 行 
的 层 状 分 布 ， 每 一 层 都 不 厚 ， 似 乎 每 一 层 
植物 都 特别 适应 自己 所 对 应 的 深度 。 

在 这 些 浮游 植物 中 ， 大 部 分 能 移动 。 在 层 与 层 之 间 移 动 的 能 力 似乎 对 它们 
有 利 ， 因 为 这 让 它们 能 获取 更 多 营养 和 阳光 。 然 而 奇怪 的 现象 出 现 了 : 在 尝试 
靠近 海面 的 过 程 中 ， 每 种 能 移动 的 浮游 植物 都 会 不 断 上 升 ， 直 到 贴近 水 面 ， 而 
这 时 ， 水 流 的 变化 会 破坏 定 癌 机 制 的 稳定 性 ， 并 扰乱 它们 的 运动 。 在 这 一 层 ， 
浮游 植物 会 失去 方向 ,无 法 继续 向 水 面 移动 , 只 能 停留 在 对 它们 毫 无 好 处 的 深度 。 
这 就 好 像 ， 浮 游 植物 的 每 个 单 细 胞 个 体 都 会 回 水 面 移 动 ， 直 到 达到 “无 法 胜任 
的 层级 ”， 即 使 那里 对 它们 没有 任何 特别 的 好 处 ， 它 们 还 是 被 困 在 那里 ， 无 法 继 
续 上 升 。 
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a 大 胆 的 学 术 研 究 


首先 ， 人们 开展 了 实体 研究 : 在 一 家 选 定 的 企业 中 ,计算 相关 百分比 ， 
并 在 已 有 的 统计 数据 中 提取 相应 的 曲线 ， 以 此 验证 彼得 原理 是 否 明显 地 
影响 了 生产 率 。 通 过 这 种 方法 ,人 们 确定 了 , 在 建立 严格 的 招聘 体制 ( 即 
著名 的 “终身 制 ") 之 后 ， 美 国 大 学 的 科研 生产 力 反而 下 降 了 。 但 这 并 
非 对 每 个 国家 都 成 立 ， 马 蕾 娃 - 萨 巴 捷 在 2009 年 发 表 的 一 项 关于 法 国 
大 学 晋升 机 制 的 研究 显示 了 相反 的 结 

第 二 类 研究 基于 数学 ,研究 建立 在 变量 为 实数 的 连续 方程 模型 之 上 ， 
就 像 在 经 济 学 和 物理 学 研究 中 那样 ， 引 入 了 全 局 参数 ( 企业 生产 率 、 职 
员 能 力 、 任 务 难度 等 ) 以 及 它们 之 间 的 关系 。 这 些 模型 在 归结 成 方程 并 
被 解 开 之 后 , 证 明了 人 们 的 担忧: 根据 绩效 决定 内 部 晋升 的 层级 结构 中 ， 
随 着 时 间 流逝 ， 生 产 率 会 不 可 避免 地 下 降 ， 而 平均 上 ， 员 工 的 “无 能 " 
却 在 提高 。 当 然 ， 在 编写 方程 时 ， 层 级 结构 中 的 很 多 实际 情况 都 被 简化 
了 ， 而 在 模型 中 增加 几 个 额外 的 参数 ， 使 模型 变 得 更 加 复杂 之 后 ， 就 能 
得 到 与 一 开始 的 模型 完全 相反 的 结论 。 

在 刚刚 获得 晋升 的 员工 中 所 观察 到 的 生产 率 下 降 现象 ， 不 是 “回归 
平均 ”的 结果 吗 ” 这 种 现象 是 19 世纪 的 英国 人 弗朗西斯 ,高 尔 顿 在 比 
较 父母 和 子女 的 身高 时 首次 观察 到 的 一 “身材 高 挑 的 父母 通常 会 生出 比 
自己 矮 的 孩子 ， 而 身材 较 矮 小 的 父母 通常 会 有 比 自己 更 高 的 孩子 。 在 统 
计 上 ， 刚 刚 被 提拔 的 员工 的 工作 效率 会 比 之 前 更 低 ， 但 他 被 提拔 的 理由 
恰好 是 他 之 前 的 高 效 。 在 统计 学 中 ， 当 前 效率 会 回归 平均 ， 通 常 就 是 下 
降 。 对 于 一 些 研究 人 员 来 说 ， 这 就 是 彼得 原理 的 唯一 成 因 。 

第 三 种 研究 是 控制 下 的 实验 。 研 究 者 招募 一 些 人 作为 被 坛 ， 然 后 人 
为 创造 出 某 种 相当 于 晋升 的 状态 ， 并 要 求实 验 参与 者 与 真实 生活 一 样 行 
动 。 为 了 让 被 试 更 认真 地 做 出 决定 ， 为 了 成 功 付出 真正 的 努力 ， 他 们 会 
在 实验 结尾 时 收 到 与 其 表现 相应 的 酬金 。 在 这 里 ,由 于 整个 实验 流程 ( 也 
就 是 邀请 被 试 参与 的 模拟 游戏 ) 常常 过 分 简化 了 现实 情况 ， 因 此 得 到 的 
结果 的 适用 性 也 相当 有 限 。 

最 后 ， 人 们 近期 开始 依靠 计算 机 进行 研究 ， 基 础 是 所 谓 的 多 主体 模 
拟 。 我 在 之 后 会 再 谈 到 这 个 问题 ， 因 为 这 些 研 究 得 到 的 结论 既 新 鲜 又 惊 
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人 。 我 们 先 继续 讲述 在 学 术 研究 中 得 到 的 经 典 结论 。 

一 些 人 研究 结果 对 彼得 原理 提出 了 异议 : 并 不 是 所 有 依据 绩效 的 内 部 
提拔 都 会 导致 彼得 原理 揭示 的 灾难 性 后 末 ， 因 为 头脑 清醒 、 认 真 专注 的 
企业 负责 人 在 决定 普 升 时 会 考虑 到 这 一 点 。 夯 一 些 人 研究 却 证 明了 彼得 原 
理 的 正确 性 ， 而 且 可 以 测量 它 的 效应 ， 特 别 是 当 研 究 者 利用 了 数学 模型 
时 。 美 国 斯 坦 福 大 学 的 爱德华 ， 拉 齐 尔 确认 了 这 种 效应 可 以 归结 于 回归 
平均 的 现象 : 它 是 不 可 避免 的 ， 但 并 不 妨碍 普 升 本 吴 对 企业 的 好 处 。 


























m 控制 损失 


当然 ， 那 些 想 确认 彼得 原理 中 实效 应 的 人 ， 从 来 不 音 于 提出 〈 通 篆 
JE EARS) 各 种 方法 ， 来 减少 其 造成 的 损失 。 

a 在 普 升 到 新 职位 之 前 培训 和 测试 员工 ， 确 保 他 们 的 能 力 达标 。 

口 限制 内 部 晋升 ， 让 已 有 员工 和 从 外 部 招聘 的 新 员工 竞争 ; 但 不 
能 滥用 这 种 外 部 招聘 的 办 法 ， 如 果 总 要 给 新 来 的 人 让 路 ， 那 么 
企业 员工 会 士气 下 降 。 

口 加 新 ， 这 有 助 于 激发 每 个 人 的 能 力 ， 但 不 一 定 要 提拔 加 新 的 人 。 
证 那些 能 够 发 挥 目 己 才 干 的 人 留 在 合适 的 层级 上 ， 这 与 企业 和 
员工 的 利益 都 一 致 获得 提拔 的 人 不 会 变 得 无 法 胜任 。 

O 长 期 以 来 ， 在 盏 队 中 实践 的 方法 是 ， 限 制 革 人 俘 留 在 层级 结构 
中 某 一 层 的 时 间 ， 如 采 某 人 没有 及 时 获得 晋升 ， 那 么 备 队 就 会 
解除 他 的 职位 ， 以 免 在 无 法 胜任 的 层级 中 何 沛 不 前 。 

最 近 ， 为 研究 彼得 原理 而 开发 的 多 主体 模拟 工具 给 出 了 违背 直觉 的 

结果 ， 我 们 现在 就 来 介绍 一 下 其 中 用 到 的 模型 。 

意大利 西西 里 岛 卡 塔 尼 亚 大 学 的 三 位 物理 学 家 亚 历 山 德 罗 . 普 卢 基 

诺 、 安 德 烈 亚 : 拉 皮 陛 尔 达 和 切 院 雷 加 罗 法 洛 组 成 了 这 项 研究 的 团队 。 
他 们 的 论文 发 表 在 《物理 学 A 辑 》( Physica A) 期 刊 上 ,这 为 他 们 万 得 了 
“搞笑 诺 贝 尔 奖 ” 不 要 跟 每 年 在 瑞典 颁发 的 话 贝 尔 奖 混淆 。“ 搞 笑 诺 
UI ZR3E" (Ig Nobel ) 在 瑞 文 中 的 发 音 很 接近 ignoble， 意 思 就 是 “不 光 
彩 的 ”"。 用 该 奖项 的 组 织 者 的 话 来 说 :““ 搞 笑 诺 贝尔 奖 ” 奖 励 的 是 那些 
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先 令 人 发 笑 、 后 引 人 深 思 的 成 就 。 这 个 奖项 的 目的 是 向 创造 性 和 想象 力 
致敬 ， 激 发 人 们 对 科学 、 医 学 和 技术 的 兴趣 。 

虽然 “搞笑 诺 贝 尔 奖 ”的 获奖 研究 有 时 候 看 上 去 稀奇 古怪 ,但 它们 
并 不 只 是 恶作剧 或 高 级 笑话 : VERE 海 姆 因 “ 巧 浮 育 时 ”人 研究 在 2000 
年 获得 了 “搞笑 谤 贝尔 奖 ”， 在 2010 年 , 却 任 借 对 石墨 烯 的 研究 获得 了 
诡 贝 尔 物理 学 奖 〈 正 版 的 ! )。 

这 次 ， 意 大 利 人 关于 彼得 原理 的 研究 能 够 获奖 ， 原 因 正 是 其 意料 之 
外 的 结论 : 这 项 研究 证 明了 在 某 些 层级 结构 的 组 织 中 ， 随 机 进行 提拔 也 
许 并 不 荒 雇 。 要 注意 ， 这 个 结论 提示 我 们 可 以 用 随机 抽取 的 方式 进行 评 
判 ， 而 这 与 彼得 本 人 的 一 个 结论 并 不 完全 矛盾 : 他 提出 ， 要 避免 该 原理 
的 后 果 ， 可 以 任意 利用 社会 的 阶级 结构 ， 不 要 把 层级 结构 中 的 上 层 职 位 
分 配给 能 力 最 高 的 人 ， 而 是 分 配给 出 号 阶级 最 高 的 人 。 人 彼得 的 一 丝 幽 默 
感 不 就 成 了 被 数值 模拟 证 明 的 某 种 真理 了 吗 ? 

















“搞笑 诺 贝 尔 奖 ”的 获奖 案例 





3.1 

对 于 大 众 来 说 , AREAK” MWR US Be HS TEOIEES HI D. UU 
西里 岛 研 究 人 员 关 于 彼得 原理 的 研究 就 是 如 此 。 下 面 是 几 个 获奖 案例 。 

1996 年 化 学 奖 : 授予 戈 布 尔 ， 获 奖 理由 是 他 用 液态 氧 在 3 秒 内 点 燃 了 烧烤 
架 ， 创 下 了 世界 纪录 。 

1997 年 昆虫 学 奖 : 授予 霍 斯 泰 特 勒 ， 获 奖 理由 是 他 写 了 一 本 名 为 《你 车 上 
那些 黏 黏 的 东西 》( That Gunk on Your Car ) 的 著作 ， 该 书 能 帮助 人 们 识别 在 汽 
车 挡 风 玻璃 上 撞 成 一 摊 的 昆虫 。 

1997 年 和 平 奖 : 授予 硕 尔 曼 ， 获 奖 理由 是 他 富 于 同情 心 的 研究 
死刑 过 程 中 可 能 感觉 到 的 痛苦 ”。 

1998 年 安全 工程 学 奖 : 授予 赫 尔 图 比 斯 ， 获 奖 理 由 是 他 组 装 并 亲身 测试 了 
一 件 防 灰 能 铠甲 。 

1999 年 文学 奖 : 授予 英国 标准 协会 ， 获 奖 理 由 是 该 协会 撰写 的 BS 6008 标 
ME (3E 6 页 ) 描述 了 泡 一 杯 茶 的 正确 方法 。 

2005 年 和 平 奖 : 授 也 林 德 和 西溪 斯 ， 获 奖 理 由 是 他 们 研究 了 旦 虫 在 观看 电 
影 《 星 球 大 战 》 放 映 时 的 大 脑 活动 。 

2005 年 化 学 奖 : 授予 卡 斯 勒 和 格 特 尔 芬 格 ， 获 奖 理由 是 他 们 对 “人 们 在 水 
里 游 得 更 快 ， 还 是 在 糖浆 里 游 得 更 快 ? ”这 个 问题 进行 了 细致 的 研究 。 
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2008 年 医学 奖 : 授予 阿 里 埃 里 等 人 ， 获 奖 理由 是 他 们 证 明了 昂贵 的 安 感 剂 
比 廉价 的 安慰 剂 更 有 效 。 

2008 年 经 济 学 奖 : 授 子 米 勒 、 泰 们 和 乔丹 ， 获 奖 理由 是 他 们 发 现 卫 “ 膝 上 
舞女 ”的 排卵 周期 会 影响 她 们 收 到 的 小 费 。 

2009 年 公共 卫生 奖 : 授 子 博 德 纳 尔 、 李 和 马里 扬 ， 获 奖 原 因 是 他 们 发 明了 
一 种 文胸 ， 在 紧急 情况 下 可 以 立刻 变 成 一 对 防毒 面 单 。 

2010 年 和 平 奖 : 授 也 斯 带 分 斯 、 阿 特 金 斯 和 金 斯 顿 ， 获 奖 理由 是 他 们 证 明 
了 光 人 可 以 提高 奶 奎 痛 天 的 能 

这 些 获 奖 者 都 心情 愉快 地 接受 了 奖项 ， 他 们 通常 也 会 出 席 颁 奖 典 礼 (其间 
会 有 真正 的 诺 贝 尔 奖 获得 者 参加 )， 并 出 于 对 自己 独创 性 的 自 聚 感 ， 发 表 获奖 
感言 。 











B 卡 塔 尼 亚 模型 





意大利 的 研究 人 员 利 用 编程 语言 Netlogo 和 多 主体 模拟 方法 ， 在 计 
算 机 中 创造 了 一 个 包含 160 个 人 的 层级 结构 。 这 种 方法 需要 定义 相互 独 
立 的 计算 机 实体 ， 它 们 之 间 要 像 现实 生活 中 的 物体 、 生 物 或 者 人 类 那样 
相互 作用 ， 而 且 要 尽量 避免 集中 决策 。 在 这 些 模型 中 ， 主 体 的 自主 性 简 
化 了 程序 的 编写 ， 也 更 接近 现实 中 由 多 个 独立 主体 构成 的 模型 ， 在 扩大 
模拟 系统 ( 有 时 候 可 以 包含 数 百 万 个 主体 ) 之 后 ， 结 果 也 会 变 得 更 贴近 
实际 、 更 可 徘 。 

在 意大利 卡 塔 尼 亚 大 学 模拟 的 金字 塔 型 组 织 中 有 6 个 层级 : 第 六 层 
(最 底层 ) 有 81 位 成 员 ,第 五 层 有 41 位 ,第 四 层 有 21 位 ,第 三 层 有 M 位 ， 
第 二 层 有 5 位 ， 第 一 层 只 有 1 位 。 层 级 结构 中 的 每 位 成 员 都 用 两 个 数字 
来 描述 : 在 层级 结构 中 相应 工作 的 技能 水 平 C 和 年 龄 4。C 的 值 在 1 和 
10 之 则 ， 而 4 的 值 在 18 和 60 之 间 。 在 模拟 一 开始 时 ， 人 研究 人 员 根 据 
正 态 分 布 ( 也 就 是 着 名 的 钟 形 曲 线 ) 来 随机 选择 每 个 主体 的 年 龄 和 技能 
水 平 ， 这 是 对 现实 分 布 的 合理 模拟 。 

这 个 模拟 企业 每 演化 一 步 ， 员 工 的 年 龄 就 增加 1。 年 龄 达到 60 的 
员工 会 被 除去 , 而 技能 水 平 低 于 4 的 员工 也 会 被 排除 一 一 他 们 被 解雇 了 。 
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因此 ， 留 出 的 空位 会 由 下 一 层级 中 茶 位 员工 递补 ， 而 如 果 是 最 低层 级 的 
话 ， 那 么 该 空位 就 会 由 新 人 填补 。 新 员工 的 技能 水 平和 年 龄 会 用 一 开始 
构成 初始 结构 的 方法 来 决定 。 

要 确定 升 到 更 高 层级 的 员工 技能 水 平 到 底 是 多 少 ， 人 研究 人 员 考 虑 了 
两 个 模型 。 第 一 个 模型 刹 循 所 谓 的 “彼得 假设 ": 新 职位 的 技能 水 平 独 
立 于 之 前 职位 的 技能 水 平 ， 就 像 抽 选 新 人 或 者 模拟 开始 构 贷 层级 结构 时 
那样 ， 通 过 随机 抽 选 决定 。 第 二 个 模型 采用 “ 篆 识 假设 ”: n TEE 
一 级 之 后 仍然 大 致 保持 之 前 的 技能 水 平 ， 再 加 上 一 项 随机 变化 ， 但 不 超 
过 最 大 能 力 值 的 110。 研 究 人 员 醒 拟 并 比较 了 三 种 类 型 的 普 升 机 制 。 


D 提拔 最 优 者 : 填补 层级 结构 空位 时 ， 在 下 一 层级 中 选择 能 力 最 
































高 的 员工 。 
Q ERREA: 填补 层级 结构 空位 时 ， 在 下 一 层级 中 选择 能 力 最 
低 的 员工 。 


OQ 随机 提拔 : 在 晋升 时 ， 在 下 一 层级 中 随机 选择 一 位 员工 。 

当然 ， 在 层级 结构 演化 的 每 一 步 ( 模拟 了 一 年 间 的 变化 ) "P, TESI 
导致 的 空缺 会 引发 另 一 次 晋升 ; 如果 到 了 最 底层 ， 那 么 就 会 引发 外 部 招 
聘 ， 如 此 层 层 递 连 ， 直 到 所 有 职位 都 填 满 为 止 。 

想 测 量 并 比较 这 两 个 假设 和 三 种 普 升 机 制 的 影响 ， 我 们 要 在 每 一 步 
都 利用 公式 计算 整个 层级 结构 的 整体 效率 。 这 个 公式 考虑 了 层级 结构 中 
每 一 位 员工 的 效率 ， 同 时 对 处 于 金字 塔 上 端的 员工 赋予 更 大 的 权重 : 员 
工 职 位 越 高 ， 对 公司 整体 效率 来 说 就 越 重要 。 我 们 将 这 种 衡量 整体 效率 
的 方式 归 一 化 ， 让 它 处 于 0%~100%，0% 对 应 着 完全 没有 效率 的 组 织 ， 
而 100% 对 应 着 理论 上 的 最 大 值 ， 也 就 是 所 有 员工 都 拥有 最 大 能 力 值 的 
情况 。 

假设 与 晋升 机 制 之 间 一 共有 6 种 可 能 组 合 ， 都 进行 了 1000 步 的 计 
算 模拟 ( 相当 于 一 干 年 的 演化 ! )， 最 终 得 到 6 条 曲线 ( 见 下 图 )。 
条 曲线 展示 了 企业 整体 效率 水 平 的 变化 ， 它 们 要 么 总 体 上 升 ， 要 么 总 
体 下 降 ， 最 后 都 大 体 停 在 某 个 常数 上 ， 只 有 微弱 的 波动 。 这 种 波动 是 
不 可 避 侈 的 ， 因 为 所 有 模型 都 依赖 于 各 种 随机 因素 。 升 职 的 员工 大 致 
保留 之 前 的 能 力 水 平 假设 ， 对 于 对 应 的 三 条 黑色 曲线 来 说 ， 并 没有 什 
么 特殊 之 处 。 
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提拔 最 劣 者 ， 彼 得 假设 


提拔 最 优 者 ， 常 识 假设 


随机 提拔 ， 常 识 假设 


随机 提拔 ， 彼 得 假设 


提拔 最 劣 者 ， 党 识 假设 


800 





B 提拔 无 能 者 ? 


提拔 最 优 者 是 个 好 策略 ， 在 升迁 时 ， 员 工 的 能 力也 越 来 越 能 市 来 价 
值 ， 因 为 它 对 整体 效率 的 贡献 越 来 越 大 。 这 些 都 会 让 组 织 得 到 相当 高 的 
整体 效率 ， 模 拟 得 到 的 结果 是 79%。 假 如 员工 升 职 时 会 保持 能 力 水 平 ， 
那么 在 这 个 符合 常识 的 假设 下 ， 提 拔 最 劣 者 就 很 差 了 : 这 会 导致 整体 效 














率 处 于 6596 附近 一 一 不 出 意料 ,这 个 结果 比 随机 提拔 (72% 的 整体 效率 ) 
更 差 。 


意料 之 外 的 是 红色 曲线 ， 它 们 探索 的 是 彼得 假设 ， 其 中 被 提拔 的 员 
工 在 新 职位 上 的 能 力 水 平和 原来 的 能 力 水 平 没 有 和 直接 联系 。 这 一 人 次， 最 
好 的 晋升 机 制 (总 体 效 率 为 82% ) 是 选择 提拔 最 无 能 的 人 ( 提拔 最 劣 者 )。 
这 比 在 保留 能 力 的 假设 下 提拔 最 优 者 的 效 座 还 要 局 | 

在 彼得 假设 下 ， 效 率 第 二 高 的 普 升 机 制 是 随机 提拔 一 一 总 体 效 率 大 
约 是 70%。 排 在 最 后 的 是 日 然 的 提拔 最 优 者 打上 略 ， 它 会 让 层级 结构 的 整 
体 效 率 跌 出 60%。 太 不 可 思议 了 ， 这 是 6 项 计算 中 最 差 的 结果 。 
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大 概 正 是 这 种 奇怪 之 处 ， 让 完成 这 项 计算 的 研究 人 员 获 得 了 “搞笑 
诡 贝 尔 奖 “， 因 为 当然 不 会 有 任何 企业 会 提拔 最 差 的 员工 或 者 采取 随机 
3T! 

这 里 面 没 出 销 吗 ? 普 户 基 诡 及 其 同事 验证 了 这 些 计算 ， 并 成 功 探索 
本 各 种 参数 组 合 ， 以 保证 模型 确实 可 徘 。2011 年 发 表 的 为 一 项 补充 人 研究 
探索 了 多 种 模拟 组 织 层级 结构 的 参数 和 具体 结构 ， 证 实 了 同样 的 结 

稍微 想 一 下 ， 这 些 结果 其 实 不 难 预 网 ， 因 为 这 符合 回归 平均 (奇怪 
的 是 ， 那 些 意大利 人 研究 人 员 没 有 提 到 这 一 点 )。 依 据 彼得 假说 ， 如 来 普 
升 后 的 技能 水 平 与 普 升 前 这 无 瓜 葡 ， 那 么 显然 提拔 那些 最 糖 糕 的 人 就 有 
好 处 ， 因 为 他 们 在 普 升 之 后 会 因为 回归 平均 而 变 得 更 优秀 。 

提拔 最 劣 者 给 了 这 些 人 第 二 次 机 会 。 这 对 他 们 而 言 是 好 事 ， 对 整体 
效率 而 言 也 是 好 事 。 同 样 道理 ， 在 彼得 假说 之 下 ， 随 机 提拔 比 提 拔 最 优 
者 要 好 ， 因 为 提拔 最 优 者 的 话 ， 他 们 整体 上 会 回归 平均 ， 令 整体 效率 下 
降 。 在 彼得 假说 下 ， 提 拨 最 优 者 的 休 略 是 最 糟糕 的 ， 在 这 里 没有 不 合 常 
理 之 处 ， 而 且 彼得 原理 的 确 正 确 。 












































8 有 去 无 回 的 未 毗 


在 “ 掷 仍 子 直到 所 有 蜗 子 都 掷 出 1” 的 问题 中 ， 不 存在 回归 平均 ， 
只 有 覃 轮 效 应 。 机 械 钟 表 里 的 扒 纵 需 会 使 环 轮 只 癌 一 个 方向 旋转 而 不 会 
反 过 来 , 同样 ,在 接骨 子 的 例子 中 , 不 重新 投掷 那些 已 经 掷 出 1 WRT, 
会 让 掷 出 1 的 骨 子 的 比例 上 升 到 100%。 


在 “所 有 员工 最 终 都 会 到 达 不 能 胜任 的 层级 ”的 彼得 原理 中 ， 起 
作用 的 是 两 种 机 制 : 一 方面 ， 企 业内 部 根据 绩效 提拔 的 人 的 平均 效 这 
会 降低 ， 这 可 以 用 回归 平均 来 解释 ; 为 一 方面 ,不 能 胜任 的 人 在 层级 
结构 中 随 大 时 间 索 积 起 来 ， 这 背后 的 原因 是 烙 轮 效应 。 只 根据 绩效 来 
决定 升迁 的 组 织 ， 比 如 那些 大 型 行政 机 构 ， 就 是 回归 平均 的 受害 者 ， 
因为 这 会 产生 不 能 胜任 当前 职位 的 人 。 管 理 更 完善 的 组 织 会 控制 升迁 ， 
不 会 强求 升 职 的 人 做 不 会 做 的 事情 ， 同 时 也 不 会 忽视 由 于 绩效 而 获得 
升迁 的 激励 作用 。 
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第 二 个 教训 就 是 需要 过 制 琼 轮 效 应 ， 这 相对 简单 ， 比 如 迅速 调任 不 
能 胜任 的 职员 ， 其 至 将 之 直接 解雇 …… 





B 社会 中 的 随机 性 


在 进行 集体 决定 时 ， 随 机 性 可 能 很 有 用 ， 这 一 点 同样 可 以 应 用 在 政 
治 生 活 或 司法 中 。 这 种 实践 早 在 古典 时 代 丈 已 经 开始 了 。 古 希腊 的 “ 投 
票 各 ”是 在 古 希 腊 民 主 时 期 使 用 的 一 种 设备 ， 它 通过 随机 投 撕 小 球 来 运 
作 ， 用 来 选 出 法 官 和 茶 些 政治 职位 。 

今天 ， 许 多 国家 高 等 法 院 的 法 家 都 是 随机 选择 的 。 随 机 性 在 选择 行 
政 官 员 时 也 起 到 很 大 作用 ， 这 个 想法 并 非 不 可 理喻 ， 这 可 以 避免 权力 被 
某 个 无 法 撼动 的 政治 阶级 垄断 一 一 他 们 不 代表 集体 利益 ， 却 能 在 目 己 的 
阶级 中 达成 共识 ， 阻 止 那 些 妨碍 他 们 利益 的 各 种 改 证 。 

在 上 古 硕 腊 和 采用 抽 彩 昧 形式 来 决定 参议 院 成 员 的 威尼斯 共和 国之 
后 ， 在 政治 选举 中 刻章 引入 随机 性 的 当代 例子 就 只 有 加 拿 大 的 安大略 省 
Y: 2007 年 ， 他 们 用 随机 抽 选 的 形式 选 出 了 公民 委员 会 成 员 , foil 
考 选 举 改 半 事务 。 
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因 徒 困境 和 敲诈 幻觉 


多 轮 囚 徒 困境 的 博弈 ， 可 以 帮助 我 们 理解 各 种 社会 现实 和 策略 。 围 
绕 敲诈 策略 的 争议 也 是 非常 有 趣 的 话题 。 

多 轮 内 徒 困 境 的 博弈 阐明 了 ， 不 同 个 体 在 相同 环境 中 竞争 时 引发 的 
社会 行为 ， 比 如 占据 同一 生态 位 的 生物 、 争 夺 某 个 市 场 的 竞争 企业 或 争 
论 合作 利益 的 个 人 人。 尽管 多 轮 因 徒 困境 建立 在 过 度 简 化 的 基础 之 上 , 但 
我 们 仍然 很 难 用 数学 来 研究 它 ， 通 常 只 有 模拟 才能 成 功 解 决 问题 。 

然而 2012 年 ， 美 国 普林斯顿 大 学 闭 名 的 物理 学 家 弗 里 受 ' 戴 条 与 
美国 得 克 萨 斯 大 学 的 威廉 普 雷 斯 在 《美国 国家 科学 院 院 刊 》 上 发 表 了 
一 篇 论文 ,凸显 了 以 往 被 忽视 的 一 系列 策略 。 二 位 研究 者 用 数学 证 明了 ， 
他 们 的 “ZD -策略 ”有 着 某 些 惊 人 的 性 质 。“ZD - 策略 ”似乎 能 利用 革 
种 敲诈 形式 ， 将 自身 的 规则 强加 于 多 轮 内 徒 困境 之 上 。 这 让 认为 不 存在 
“绝对 ”最 优 策略 的 专家 大 跌眼镜 。 


在 内 徒 困 境 中 ,两 个 人 可 以 各 目 选 择 “合作 ”( 记 作 c) s "HEC Cio 
Et) WRAAE FE c (合作 ) By. HAMBREIER 点 分 数 ; 如 果 
都 选择 1 CHOA ) 的 话 ， 那 么 会 获得 P 点 分 数 ; 如 果 一 个 人 选择 t, MA 
一 个 人 选择 c 的 话 ， 那 么 就 会 各 目 获 得 7 点 和 5 点 分 数 。 这 些 规则 可 被 
归纳 成 : [c,c] 一 R+R、 [td 一 P+P、 [bc 一 T+5。 设 T>R>P> 
S， 其 中 ,通常 可 以 选择 的 值 是 : T=5、R=3、P=1、S=0。 于 是 就 有 
[Ge pedo LLL [Le 


























2. 软弱 多 数 : 选择 对 于 的 大 多 数 选择 ， 在 第 一 局 时 或 在 相等 时 选择 
合作 。 
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3. EIVI: 选择 合作 ， 一旦 对 手背 叛 ， 之 后 总 选择 背叛 。 


4. 投石 问 路 : 前 3 次 选择 背叛 、 合 作 、 合 作 ， 从 第 四 步 开始 ， 如 果 
对 手 在 第 二 局 和 第 三 局 都 选择 了 合作 ， 那 么 总 是 选择 背叛 ， 和 否则 采 
用 “原样 奉 还 ”的 策略 。 








7. 一 团 和 和气: 











这 是 一 场 1000 局 的 循环 赛 。 图 a 展现 了 经 典 策 略 ， 图 b 和 图 d 表示 获得 的 
收益 。 每 个 策略 都 会 与 其 他 宁 略 相遇 ， 也 会 与 其 目 身 相遇。 最 后 ， 根 据 每 一 局 的 
得 分 (图 c) 来 计算 收益 。 将 收益 相 加 , 就 能 看 到 那些 侵略 性 抹 略 的 排名 更 菲 后 。 
“到 信 和 莽 义 ”策略 在 对 阵 其 他 任何 全 上 略 时 都 能 胜利 或 至 少 打 平 ， 但 也 因此 ， 它 在 
12 个 策略 中 只 排 第 十 位 。“ 原 样 奉 还 ”策略 在 对 阵 任 何 全 上 略 时 部 会 落 败 或 打 平 ， 
却 顾 了 整个 循环 赛 ， 这 是 因为 它 激励 了 合作 。 

在 末 略 演化 的 模拟 中 ( 图 e)， 必 得 最 多 点 数 的 生 略 能 在 下 一 世代 留 下 更 多 
的 后 代 。 不 难 观 察 到 ， 读 化 会 收 勾 到 广义 上 的 合作 沫 略 ， 而 所 有 从 一 开始 就 至 
叛 的 策略 都 消失 了 。 在 30 代 之 后 ,只 剩 下 “原样 奉 还 “ 软 性 多 数 ”“ 上 晨 紫 必 报 “ 强 
便 原 样 奉 还 ”和 “一 团 和 气 ”, 它 们 有 者 稳定 的 数目 。 即 使 是 “投石 问 路 ”和 “ 周 
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期 ccf” 等 不 太 有 侵略 性 的 策略 也 消失 了 。 

在 最 初 的 12 种 策略 中 ， 我 们 可 以 再 加 上 正文 中 定义 的 两 种 策略 一 一 “ 巴 甫 
AR” RE C 它 通 沼 比 “ 原 样 奉 还 ”更 好 ) 和 “ 翻 算 旧账 ”策略 〈 图 f)。“ 翻 算 
旧账 ” 排 在 第 一 位 一 一 好 记性 果然 有 用 ! 其 他 测试 也 确认 了 “ 翻 算 旧 账 ” 比 “ 原 
样 奉 还 ”好 :在 面 对 没 有 记忆 的 侵略 性 人 上 略 (“反复 无 肖 ”“ 周 期 ccr” 等 ) 时 ， 翻 
算 旧 账 ” 通 肖 能 执行 最 优 行动 一 一 总 是 “背叛 ”(t)， 而 “原样 奉 还 ” 则 不 能 。 
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3000 3000 | 3000 2999 2001 3000 3000, 2095, 2500/ 3999, 2500 2331 


2999 2999 1002 1004 2669 1005 4996| 2541, 2995; 998 2496 1996 


3000, 3000, 3000 1010 3331 | 3000 3000, 2634 | 1003 999 1003 2331 


2248 2645 512 1601. 2834, 1401 4009, 2245 2252, 491, 2567 1670 


1004, 1004, 1004 1008 3668 1004 5000, 3033, 1000 1000, 1000 2332 


2003 671 671 2006 3335 671 4334 | 2497, 1999 | 667| 667, 1666 


原样 奉 还 


软弱 多 数 


强硬 原样 奉 还 


翻 算 旧 账 


原样 奉 还 


强硬 原样 奉 还 
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pp rem 


当 上 一 局 分 别 为 [c cl [e t]. [6 c]、[s 相 时， 在 本 局 选择 合作 (c ) 的 概率 
分 别 为 p1!、p，、p;、ps， 我 们 可 以 用 这 些 概 率 来 定义 拥有 一 局 记忆 的 策略 ， 并 将 
这 个 策略 记 作 Strat(pi, p», Ds, pP)。 普 雷 斯 和 戴 秩 考虑 了 一 组 依赖 3 个 参数 a、b、c 
的 策略 Strat(pi, D», P3, P4), 称 之 为 “ZD - 策略 ”， 记 作 ZD(a.. b, C) TE IR - 3, 
S-0,T-5,P- l1 WIF, pi. Do. Ds. Da 之 间 的 一 般 公 式 是 : 

Pi-1=3c+30+ci 

p,-l-75b-c; 

p,75atc; 

pi" ätbte 

普 雷 斯 和 戴 牺 证 明了 ， 当 ZD(a, b, c) 对 阵 某 个 Strat 类 型 的 策略 时 ， 如 果 前 
者 的 平均 得 分 记 作 G1/， 后 者 的 平均 得 分 记 作 G,， 那 么 这 些 平均 得 分 满足 aG + 
bG, + = 0 

这 个 平均 得 分 并 不 取决 于 Strat 具体 是 什么 ! R, RE Strat 被 ZD -R 
略 “ 控 制 ” 了 。 当 a=0 而 5 关 0 时 ， 有 : 

p:=3b+c+1, p=5b+c+1, p7c, ps=b+c, G,=-c/b 

换 名 话说，Strat 的 平均 得 分 与 定义 它 的 概率 无 天 ， 只 依赖 于 它 面 对 的 ZD -R 
Wt ZD(a, b, c)。 这 样 的 ZD - 集 略 被 称 为 “均衡 化 策略 ”。 

我 们 考虑 均衡 化 策略 的 一 个 例子 : 

a-0, b--1/3, c-2/3, 

pi 52/3, pi 05 py 2/5, 

ps=1/3, G,7—clb-2 

FAMERANA RA M 2 BRL Ri BOE Jg pi A : 

均衡 化 策略 = 2.5 o 原样 奉 还 = 2 

均衡 化 策略 = 3 > 翻 算 旧 账 =2 

均衡 化 策略 =3 > 一 团 和 气 = 2 

均衡 化 策略 = 1e 背 信 弃 义 =2 

均衡 化 策略 =2 > 周期 cct = 2 

均衡 化 策略 = 1 > 眶 紫 必 报 =2 

Hf RE = 2 e 均衡 化 策略 = 2 

均衡 化 策 略 会 迫使 对 手 的 平均 得 分 固定 在 一 个 定 值 ， 但 有 时 ， 这 需要 牺牲 
目 己 的 得 分 : 在 对 阵 “ 睡 紫 必 报 ” 时 ， 它 平均 每 局 只 得 04r. MINE AE 
碰 到 的 策略 获得 较 低 的 分 数 ， 然 而 当 它 碰 到 目 己 的 时 候 ， 束 日 食 其 末了 ! 
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8 HMAF? 


“办 徒 困 境 ” 这 个 说 法 来 日 一 个 虚构 的 故事 : 两 位 携带 武大 的 嫌疑 
人 在 银行 门口 被 抓 住 ， 审 讯 人 员 想 方 设法 让 他 们 分 别 承 认 试 图 抢 动 的 排 
行 。 如 末 其 中 一 位 嫌疑 人 承认 了 ， 即 背叛 了 共犯 ， 而 为 一 位 没有 承认 ， 
即 与 共犯 合作 的 话 ( 选择 [t c], 那么 承认 罪行 的 人 会 被 释放 ( 将 获得 
5 年 的 目 由 )， 没 有 承认 的 人 会 被 判 5 年 刑期 ( 抢 动 银行 的 最 高 刑期 )。 
如 采 两 名 共犯 团结 一 致 〈 选 择 [c, c] ) 的 话 , 那 么 他 们 会 各 目 补 判 2 年 刑期 ， 
罪名 是 非法 持 有 武 顶 〈 比 起 最 严重 的 S 年 刑期 来 说 ， 他 们 将 获得 3 年 的 
目 由 )。 如 琳 两 名 嫌疑 人 同时 背叛 ， 也 整 是 同时 承认 罪行 ( 选择 [t, 1] ) 
的 话 ， 那 么 他 们 会 各 日 得 到 4 年 刑期 C 比 起 最 坏 的 情况 来 说 ， 他 们 将 得 
到 1 年 的 目 由 ， 作 为 供认 不 讳 的 回报 )。 

在 这 种 情况 下 ,背叛 是 合理 的 : 它 得 到 的 结果 总 是 比 合作 要 好 。 这 
征 因 为 如 打 态 一 个 人 合作 的 话 ， 那 么 我 背叛 会 得 到 5 分 ， 而 合作 只 
到 3 分 ; 如 果 为 一 个 人 背叛 的 话 ， 那 么 我 背叛 会 得 到 1 分 ， 而 合作 外 
到 0 分 。 

这 就 是 悖 论 。 合 起 来 看 ， 两 个 人 如 果 选 择 [c, c] 能 得 到 6 分， 而 选 
fF [c, t] 得 到 的 分 数 会 更 少 ， 如 采 选 择 此 妖 ， 那 么 分 数 还 要 再 少 一 些 。 
从 集体 利益 出 发 ， 每 个 人 都 应 该 合作 ， 但 个 体 独 日 进行 的 逻辑 分 析 却 不 
可 避免 地 导致 [t, 可， 而 从 集体 的 角度 看 ， 这 是 最 坏 的 结果 ! 

如 果 选 择 合作 和 背叛 会 在 两 个 人 号 上 重复 上 演 的 话 ， 那 么 这 个 困境 
就 会 重复 出 现 。 这 时 ， 决 策 就 是 选择 菏 个 宋 略 ， 在 得 知 对 手 之 前 的 行动 
之 后 ， 知 晓 下 一 步 应 该 如 何 选择 。 




















4H 
Tf 

H 
Tf 








目 “ 原 梓 奉 还 ”是 个 好 策略 


“原样 奉 还 ”策略 会 在 第 一 局 先 选 择 合作 ， 然 后 在 第 n 局 时 选择 对 
手 第 n 一 1 局 的 选择 。“ 周 期 uc WU IET PCPEH M A JU AIRE, 
就 这 样 不 集 重 复 3 个 选择 的 序列 。 当 “原样 奉 还 ” 遇 上 “周期 sc" BJ, 
它们 的 对 局 如 下 : Io, 4 [6 A [6 c] [c 4 [6 Q [t c] [e (d E CQ D c] FS, 
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这 会 给 “原样 奏 还 ”和 市 来 每 局 平均 (0+ 1+5)3=2 分 ,而 “周期 tte” 
每 局 的 平均 得 分 也 是 (5+1+0)3=2 分 。 

某 些 策略 的 选择 是 随机 决定 的 ,例如 “反复 无 常 ” 策 略 会 通过 抛 硬 
币 的 方式 ， 以 50% 的 机 会 选择 合作 ， 以 50% 的 机 会 选择 背叛 。 人 简单 的 
计算 表明 当 “ 反 复 无 常 ” 过 上 “原样 奉 还 ”时 ， 每 局 平均 会 得 到 9/4 = 
2.25 分 ， 与 对 手 得 分 一 样 。 

简单 思考 一 下 就 可 以 证 明 ， 首 先 ， 无 论 对 手 选择 什么 策略 ， 对 局 
持续 多 长 时 间 ,“ 原 样 奉 还 ”不 可 能 输 掉 超过 5 分 ; 其 次 ， 它 也 不 可 能 
胜 过 对 手 。 罗 伯 特 ' 阿 克 塞 尔 罗 德 证 明了 ， 在 各 种 策略 参与 的 循环 赛 中 
(每 个 策略 都 与 所 有 其 他 策略 对 阵 ， 包 括 它 自己 ， 然 后 计算 得 分 总 和 )， 
“原样 奉 还 ”是 个 好 素 略 。 它 不 是 每 次 都 能 得 第 一 ， 因 为 某 些 琳 略 组 合 
对 它 不 利 ， 但 它 通 常 名 列 前 茅 。 这 个 策略 从 来 万 不 了 别人 ,但 它 的 行为 
能 激励 合作 ， 因 此 得 到 的 高 分 会 将 它 送 上 第 一 梯队 ( 见 框 1 )。 

另外 两 个 策略 与 “原样 泰 还” 一样 有 趣 。 

OQ 巴 甫 洛 夫 : 第 一 步 合作 ; 然后 , 如 果 前 一 步 得 到 的 分 数 超过 3 分 ， 
那么 继续 做 相同 的 选择 ， 否 则 改变 选择 。 

OQ 翻 算 旧 账 : 第 一 步 合作 ; 然后 ， 如 果 对 手背 叛 ， 那 么 下 一 步 用 背叛 
惩罚 对 手 ( 就 像 “ 原 样 奉 还 ”会 在 第 n 步 用 背叛 来 回应 第 n 一 1 步 
HITTIR )。 但 这 次 的 惩罚 比 “ 原 样 奉 还 ”更 严 历 ， 会 连续 用 次 
背叛 米 惩 昼 对 手 ， 在 这 里 是 对 手 之 前 背叛 过 的 总 数 ， 所 以 这 次 
的 背叛 惩罚 是 “ 翻 算 旧 账 "。 经 过 这 个 报复 阶段 之 后 ， 连 续 两 次 
选择 合作 来 重修 盟 好 。 

“ 翻 算 旧账 ”策略 是 珍 格 勒 夫 斯 基 在 1993 年 构思 出 来 的 ， 他 也 是 
《为 了 科学 》 杂 志 的 读者 ， 参 加 了 杂志 组 织 的 一 场 比赛 。 这 场 比 赛 的 结 
条 上 暗示 了 ， 只 要 策略 越 来 越 复 杂 ， 策 略 的 质量 就 没有 上 限 。 目 此 之 后 ， 
法 国 里 尔 基 础 信息 学 实验 室 的 布鲁诺 博 菲 斯 的 研究 得 出 了 如 下 公认 
的 结论 。 

Q 不 存在 比 其 他 策略 都 优秀 的 琐 上 略 ， 但 实际 上 ， 某 些 素 上 略 在 几乎 

所 有 可 能 的 环境 中 表现 得 都 不 好 ， 而 男 一 些 策略 则 在 各 种 循环 
赛 中 表现 良好 。 
O 那些 最 好 的 策略 会 以 牙 还 牙 : 它们 在 遭遇 背叛 的 时 候 会 报复 。 
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口 最 好 的 束 略 愿意 冒 合作 的 风险 : 它们 一 开始 会 合作 ， 面 对 选择 
PEWNIE, EASE. 
Q 4 HURTS TEXT HOUR. TEE ABUSO T. 
并 重 局 合作 〈 就 像 “ 翻 算 旧 账 ” 那 样 )。 
除了 利用 循环 赛 衡 量 策略 ， 还 有 更 精细 的 测试 方法 。 "生态 选择 ” 
就 是 这 样 的 方法 之 一 。 我 们 将 每 一 个 傈 上 略 复制 几 份 ， 放 在 虚拟 的 苋 拉 场 
中 举行 循环 赛 ， 以 此 测试 。 根 据 这 次 循环 者 的 得 分 ， 改 变 每 一 个 策略 的 
数目 ， 这 就 定义 了 万 一 个 世代 。 新 世代 根据 相同 的 流程 又 产生 下 一 个 世 
代 ， 如 此 类 推 。 那 些 能 获胜 的 生 略 〈 也 就 是 数目 最 多 的 策略 ) 在 不 同 的 
场景 下 表现 得 都 不 错 ， 所 以 它们 排名 不 俗 ， 这 一 点 比 简 单 的 循环 赛 给 出 
的 结果 意味 更 为 深刻 。 


这 些 计算 绪 采 模拟 了 目 然 选择 ， 导 出 的 绪论 相当 怀 人 : 除了 示 些 
军 有 的 情况 ， 最 终 欧 技 场 中 只 剩 下 那些 从 一 开始 承 不 育 叛 的 策略 。 在 几 
个 世代 之 后 ， 占 据 苋 技 场 的 就 是 那些 在 面对面 时 只 会 选择 [c, c] 的 策略 ， 
也 就 是 说 ， 它 们 人 处 于 一 种 广泛 合作 的 状态 。 这 个 现象 令 人 震惊 : 尽管 没 
有 监管 机 制 ， 而 且 在 每 一 局 中 都 存在 春 背 叛 的 谤 司 ， 但 演化 将 所 有 屈服 
TURPITER ABT ER T o 























B 改变 给 定 条 件 的 结果 ? 


普 雷 斯 和 戴 森 在 2012 年 的 论文 让 人 大 为 震惊 ,论文 的 标题 也 相当 
生动 :《 在 重复 因 徒 困境 中 存在 能 压制 任意 演化 对 手 的 琳 略 》 这 篇 论文 
尺 动 了 人 研究 者 ， 他 们 原本 以 为 回 广 沁 合 作 的 收敛 会 清除 压制 性 琳 略 (也 
就 是 能 在 对 手 吴 上 人 牟利 的 打上 略 )， 然 而 ， 普 备 斯 和 戴 森 展示 的 宋 略 并 不 
芝 循 众人 眼中 的 决定 性 规则 : 在 面 对 合作 的 对 手 时 , 千 万 不 要 主动 育 叛 。 
更 糟糕 的 是 ， 这 篇 论文 提出 的 最 优生 略 相当 简单 一 一 在 做 决定 时 只 用 到 
前 一 局 的 选择 ， 这 污 “ 用 越 来 越 复杂 的 宋 略 无 止境 地 改进 表现 ”的 想法 
育 道 而 驰 。 

但 更 惊人 的 是 ， 上 述 前 治 绪 来 是 数学 证 明 。 在 这 一 问题 上 ， 想 证 明 
结 灯 并 不 容易 ， 因 为 与 之 相关 的 打上 略 空间 是 无 穷 而 离散 的 。 这 个 空间 由 
所 有 能 作为 策略 的 算法 组 成 ,其 中 没有 任何 与 宋 略 表现 直接 相关 的 拓扑 
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结构 。 基 于 连续 结构 的 帝 规 方法 不 能 得 出 任何 结果 。 这 个 可 能 宋 略 空间 
的 内 涵 无 比 丰富， 无 法 归结 于 几 条 公式 或 逻辑 推 其 。 普 雷 斯 和 戴 条 的 结 
末 质 疑 了 演化 理论 、 经 济 学 和 社会 科学 在 此 前 承认 并 应 用 的 结论 。 

普 雷 斯 和 戴 森 的 工作 围绕 着 从 定理 中 抽出 的 两 个 论题 。 第 一 个 定理 
讲述 的 是 重复 办 徒 困 境 被 限制 在 只 有 一 局 记忆 的 随机 策略 中 的 情况 :“ 反 
复 无 负 ”“ 原 样 奉 还 ”和 “ 巴 甫 治 夫 ” 宁 略 都 属于 这 个 类别 ， 但 检索 之 
前 所 有 对 局 的 “ 翻 算 旧账 ” 则 不 在 此 列 。 














3.| 敲诈 型 策略 


在 普 雷 斯 和 戴 条 发 现 的 ZD - 策略 中 ， 有 一 些 策 略 会 进行 敲诈 。 如 采 c = 
-(a+b)P 的 话 ,那么 可 以 证 明 ,ZD -策略 在 对 阵 为 一 个 策略 时 的 平均 得 分 G1 ( 对 
手 的 平均 得 分 记 作 G, ) 满足 : G -P-X(G,-P), EXE X= -b/a。 有 明确 地 说 ， 
如 末 对 方 想 最 得 更 多 ， 也 就 是 令 G- PREI, 那么 这 就 必然 导致 ZD - 策略 
的 平均 得 分 上 升 , 这 个 得 分 与 己 之 间 的 差距 总 会 是 对 方 得 分 与 己 的 差距 的 孔 倍 。 

定义 这 些 裔 诈 型 策略 的 4 个 参数 由 以 下 的 方程 给 出 : 

pi=2a+2b+1; p,=4b-a+1; p,-4a—-b; p=0 

考虑 这 个 类 别 中 的 两 个 敲诈 型 策略 和 两 个 均衡 化 策略 ( 参数 见 下 图 )， 观 察 
它们 与 经 典 策 略 的 共同 演化 ， 首 先是 不 包括 “ 翻 算 旧账 ”的 情况 ， 然 后 是 包括 
“ 翻 算 旧 账 ” 的 情况 。 痪 诈 型 策略 的 巨大 缺点 之 一 ， 就 是 它们 在 与 自身 或 任意 襄 
诈 型 策略 对 阵 时 表现 得 都 很 差 。 在 演化 模拟 中 ， 均 衡 化 策略 禹 诈 型 策略 都 不 
会 长 入 ， 而 “ 翻 算 旧 账 ” 却 拿 到 了 第 一 位 。 



































均衡 化 策略 1 原样 奉 还 
a=0 b--1/7 c=1/5 p.=27/35 p,-17/35 
ps=1/5 ps=2/35 G,=-c/b=7/5=1,4 
均衡 化 策略 2 
a=0 b--1/3 c=2/3 pi=2/3 p,-0 

A400|p,=2/3 p,-1/3 G,--c/b-2 


NLH SRRZ 
A 
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翻 算 旧账 


原样 奉 还 


敲诈 型 策略 1 
a=1/10 b=-1/5 pi=4/5 p,-1/10 
ps=3/5 p,-0 X=-b/a=2 


敲诈 型 策略 2 
a-1/15 b--1/5 pi=1V15 p,-2/15 
p,-7/15 p,-0 X --b/a-3 


FN 74- ^ 
均衡 化 策略 1 





10 20 世代 


e 拥有 一 局 记忆 的 随机 穆 略 


拥有 一 局 记忆 的 策略 可 以 用 4 ^ S3 Pis P2* Ps. P4 来 定义 。 这 些 
参数 捅 述 了 当 之 前 一 局 的 选择 分 别 是 [c, c]. [c t]. [65 c]. [6 (] BET, 3x— 
局 选择 合作 的 概率 。 假 定 这 些 末 略 在 第 一 局 都 会 选择 合作 ， 我 们 将 一 般 
TRWE GE Strat(pi, o, Ds. ps)。 

“原样 奉 还 ”策略 就 是 Strat(1, 0, 1, 0): 如 果 前 一 局 是 [c, c] 或 [4, c] 
的 话 ， 那 么 它 会 以 100% 的 概率 合作 ， 否 则 就 会 背 产 。 我 们 同样 可 以 轻 
易 验 证 “反复 无 常 ”策略 是 Strat(1/2, 1/2, 1/2, 112)， 而 “ 巴 甫 洛 夫 ” 策 
Æ Strat(1, 0, 0, 1)。 


普 雷 斯 和 戴 森 考虑 的 是 一 类 特殊 的 Strat(D,, po, Ds, Di) 策略 ， 它 们 依 
HF 3 个 参数 a.bc, 这 就 是 ZD -策略 , 记 作 ZD(a, b,c)( 见 框 2),。“ZD” 
这 两 个 字母 的 意思 是 “行列 式 为 零 ”( zero determinant )， 这 样 的 行列 式 
出 现在 导 回 定理 的 推理 中 。 


两 位 人 斌 究 者 证 明了 ， 当 对 手 也 采用 拥有 一 局 记忆 的 策略 时 ， 这 些 寅 
略 的 平均 得 分 与 对 于 的 平均 得 分 呈 线 性 关系 。 因 此 ， 当 我 们 让 ZD(a, b, c) 
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对 抗 男 一 个 Strat 类 型 的 策略 时 ， 如 果 将 前 者 的 每 局 平均 得 分 记 作 G, m 
将 后 者 记 作 G, 的 话 ， 那 么 这 些 得 分 满足 aG + bG,+c=0。 

如 果 a=0 而 5 关 0 的话， 我们 有 =-c0， 也 就 是 说 Strat 的 平均 
得 分 与 定义 它 的 概率 无 关 ， 这 个 得 分 只 取决 于 它 对 阵 的 ZD - 策略 ， 记 
作 ZD(0, b, c) ! 这 样 的 ZD - 策略 加 是 均衡 化 策略 。 在 对 阵 这 种 策略 时 ， 
所 有 拥有 一 局 记忆 的 策略 都 会 得 到 一 开始 就 知道 的 平均 分 数 c/b. HX 
均衡 化 策略 ， 挣 扎 是 没有 用 的 ， 最 多 只 能 得 到 -co 的 分 数 ， 再 多 就 没 
有 了 ! —c/b 的 可 能 值 处 于 PP 和 RR 之 间 ， 也 就 是 在 经 典 设 定 中 处 于 1 和 3 
之 间 。 

策略 ZD(0, —1/3, 2/3) 就 是 Strat(2/3, 0, 2/3, 1/3)， 无 论 对 方 使 用 的 是 
哪 一 种 拥有 一 局 记忆 的 策略 , 它 都 会 迫使 对 手 获得 每 局 2 分 的 平均 分 数 。 
还 有 更 妙 的 就 是 ZD - 策略 中 所 谓 的 蕊 - 敲诈 型 策略 。 只 有 让 这 类 策略 成 
比例 地 获得 更 好 的 分 数 ， 才 能 在 它们 手 上 获得 不 错 的 结果 。 在 这 些 末 上 略 
中 ,，c = -(a+ 5b)P。 当 你 与 之 对 阵 时 ， 你 的 平均 得 分 G, 与 它 的 平均 得 分 
Gi, 满足 G,- p= X(G; — P), 其 中 X = —bla, XERA, 这 些 策 略 平均 得 
分 超过 P (在 通常 设 定 下 取 1 ) Mu ES THE BS PI 
正比 。 在 对 阵 工 - 殴 诈 型 策略 时 ， 只 有 提高 对 方 的 分 数 才能 提高 自己 的 
分 数 : "Ab Eas IJ X fis! 

考虑 一 下 ZD(1/10, 1/5, 1/10) CAE 3 中 的 敲诈 型 策略 1 )， 也 就 是 策 
Wt Strat(4/5, 1/10, 3/5, 0)。 这 是 一 个 2 - 敲诈 型 策略 它 超过 P 的 收益 是 
对 手 的 2 倍 。 比 如 说 ， 当 它 对 阵 “ 巴 再 洛 夫 ” 策 略 时 ， 后 者 平均 得 分 是 
1.62 C 比 1 高 0.62 )， 而 前 者 平均 得 分 则 是 2.24 C EG 1 高 1.24 )。 




















B 不 需要 更 多 记忆 


普 雷 斯 和 戴 条 论文 中 的 第 二 个 重要 定理 是 ， 假 设 策略 A 与 拥有 
局 记忆 的 策略 B 进行 无 限 轮 的 对 阵 ， 那 么 存在 为 一 个 策略 A RE 
B 对 阵 得 到 的 平均 分 数 相同 ， 却 只 需要 局 的 记忆 。 要 得 到 针对 一 个 给 
定 稼 略 的 成 绩 ， 不 需要 比 对 方 拥有 更 长 久 的 记忆 。 

将 普 雷 斯 和 戴 森 的 两 个 数学 绪 采 结合 起 来 ， 就 能 证 明 在 对 阵 均 衡 化 
策略 或 者 殴 诈 型 策略 时 , 受 它 们 限制 的 不 仅 是 那些 只 有 一 局 记忆 的 琳 略 ， 
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还 有 所 有 记忆 有 限 的 策略 。 于 是 ， 人 们 得 出 如 下 结论 :“ 那 些 拥有 最 后 
一 局 以 外 记忆 的 策略 毫 无 用 处 ， 而 我 们 手中 的 ZD - 策略 就 是 能 完全 文 
配 重复 内 徒 困境 的 策略。 

的 确 有 人 这 样 解 释 上 述 定 理 ， 而 普 雷 斯 和 戴 森 论文 的 题目 暗示 了 ， 
他 们 目 己 也 是 这 样 想 的 (尽管 论文 本 身 的 内 容 更 加 谨慎 )。 然 而 ， 无 论 
是 认为 策略 拥有 更 多 记忆 毫 无 用 处 ， 还 是 认为 ZD - 宁 略 拥有 绝对 的 统 
治 地 位 ， 这 都 大 错 特 钳 。2013 年 间 发 表 的 几 篇 论文 〈 见 参考 文献 ) 就 
证 明了 这 一 点 。 我 们 来 看 看 为 什么 。 

我 们 先 来 看 看 ZD - 策略 所 谓 的 “统治 地 位 ”。 我 们 早已 知道 ， 在 重 
复 办 徒 困 境 中 ， 有 时 候 打败 对 手 (得 到 比 对 手 更 多 的 分 数 ) 的 代价 就 是 
牺牲 一 些 分 数 ， 假 如 接受 会 被 打败 的 结果 ， 那 么 平均 得 分 也 许 会 更 高 。 
“ 背 信 痉 义 ” 和 策略 〈 总 是 背叛 ) 能 打败 所 有 其 他 策略 〈 这 是 显然 的 )。 举 
个 例子 ， 它 与 “原样 奉 还 ”策略 对 阵 100 回合 时 ， 会 得 到 104 分 ， 而 对 
方 只 会 得 到 99 分 。 "一 团 和 和气” 策略 (总 是 合作 ) 无 法 打败 “原样 奉 还 ”， 
在 与 它 对 战 100 回合 时 会 得 到 300 分 ， 而 对 方 也 得 到 300 分 。 虽 说 “在 
言 痉 义 ” 在 对 阵 “ 原 样 奉 还 ”时 会 胜利 ,但 这 种 胜利 实际 上 误 入 上 收 途 ， 
因为 如 果 利 用 “一 团 和 气 ” 策 略 的 话 ， 那 么 得 到 的 分 数 会 更 高 。 























大 部 分 ZD - 宋 略 的 情况 差不多 ， 它们 打败 对 手 的 代价 仅仅 是 放弃 
噩 分 。 融 诈 型 策略 面 对 所 有 策略 部 能 取胜 ， 但 代价 是 总 分 降低 。 此 外 ， 
X- 殴 诈 型 策略 (这 里 XX > 1) 在 与 日 己 对 阵 时 ， 只 能 得 到 平均 每 局 1 分 
(根据 理论 计算 ， 也 经 过 模拟 验证 )， 这 可 不 怎么 样 。“ 好 的 策略 就 应 该 
打败 对 于 ， 这 种 想法 不 对 。 更 好 的 想法 是 ， 不 要 总 想 厦 打败 对 于 ， 而 
征 跟 对 于 合作 ， 拿 到 更 高 的 分 数 。 

“原样 秦 还 ” 宋 略 值得 我 们 注意 ， 在 描述 其 性 质 时 ， 上 总 有 一 点 悖 论 
的 感觉 :“ 原 样 奉 还 ”无 法 单独 打败 任何 一 个 策略 ， 而 且 会 被 大 量 的 傈 
上 略 打 败 ， 然 而 它 是 一 个 能 太 得 许多 循环 赛 和 演化 苑 赛 的 好 策略 。“ 原 样 
奉 还 ”的 胜利 不 是 像 融 诈 型 策略 那样 ， 迫 使 其 他 全 上 略 态 得 的 分 数 比 日 己 
少 ， 而 是 会 您 昼 那 些 不 肯 合 作 的 抹 略 。 它 迫使 对 手 合 作 。 在 面 对 这 种 宗 
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上 略 的 时 候 ， 要 么 你 说 得 的 分 数 不 多 ， 要 么 你 必须 合作 一 一 这 对 它 好 ， 对 
你 也 好 。 

K, AX ZD - 策略 是 最 佳 策 略 ， 其 实 是 一 种 误解 。 在 一 对 一 的 
情况 下 ，ZD - 策略 能 压制 对 手 ， 就 像 “ 背 信 奔 义 ” 和 那样， 但 其 整体 上 的 
表现 却 差 得 可 怜 ! 除了 “打败 对 手 就 相当 于 得 到 高 分 ”这 个 错误 以 外 ， 
忽视 另 一 点 也 会 让 人 们 误 认 为 ZD -策略 能 压制 全 场 : 想 要 站 稳 脚 跟 ， 
就 要 在 跟 自 己 对 阵 的 时 候 表 现 得 更 好 。 这 一 点 在 循环 赛 中 很 重要 ， 但 在 
演化 竞赛 中 更 重要 。 这 是 因为 ， 如 果 你 在 头 几 个 世代 里 取得 先 机 ， 那 么 
竞技 场 中 就 会 充满 跟 你 一 样 的 策略 ， 所 以 你 会 经 常 磁 见 同样 的 策略 。 如 
果 一 个 策略 在 面 对 自己 的 时 候 表现 得 不 好 ， 那 么 情况 就 会 逆转 。 

在 普 雷 斯 和 戴 森 的 数学 结果 中 并 没有 任何 错误 ,但 只 考虑 了 “ 鹰 
能 在 一 对 一 竞赛 中 胜出 ”这 个 问题 ， 忽 视 了 “赢得 了 多 少 分 ? "Ue 
对 自身 时 应 对 是 否 恰当 ? ”等 问题 ， 所 以 ， 他 们 证 明 的 定理 并 不 能 得 出 
ZD - 策略 是 好 策略 的 结论 。 

普 雷 斯 和 戴 牺 认为 ， 策 略 不 需要 拥有 额外 记忆 ， 这 在 他 们 证 明 的 准 
确 意 义 上 是 正确 的 : 如 果 策 略 A 面 对 一 个 拥有 开局 记忆 的 策略 B， 那 么 
就 有 另 一 个 策略 A'， 在 对 阵 策略 B 时 能 获得 跟 A 一 样 的 平均 得 分 ， 却 
只 有 局 的 记忆 。 但 这 不 代表 在 面 对 两 个 拥有 局 记忆 的 策略 B 和 C 时 ， 
也 存在 另 一 个 只 有 局 记忆 的 策略 A'， 在 对 阵 B 和 C 时 的 平均 得 分 与 
A 相同 。 这 是 因为 在 对 阵 B 时 能 代替 A 的 策略 A'， 与 在 对 阵 C 时 能 代 
TRA 的 策略 A" 不 一 定 相 同 。 普 雷 斯 和 戴 森 关于 额外 记忆 的 结果 只 在 一 
对 一 的 时 候 有 效 ， 而 在 循环 赛 或 者 演化 竞赛 中 却 不 再 成 立 。 

研究 者 探索 本 职 之 外 的 领域 是 非常 有 益 的 事情 ， 而 且 ， 假 如 普 雷 其 
和 戴 森 对 自己 的 研究 结果 没有 信心 ， 那 么 他 们 也 不 会 给 论文 起 了 这 人 么 一 
个 管 人 听闻 的 标题 一 一 经 过 分 析 之 后 ， 这 个 标题 错 了 一 一 但 是 ， 他 们 也 
无 法 将 人 们 的 注意 力 引 问 这 个 不 管 怎么 说 都 有 着 真正 意义 的 课题 了 。 故 
事 虽 假 ， 意 味 深 长 ! 
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人 类 ， 比 机 器 更 好 的 玩家 


昔 助 新 的 协调 方法 ， 依 靠 人 类 的 智慧 有 时 候 能 得 到 比 计算 机 程序 更 
好 的 结果 。 

1997 年 5 月 , 计算 机 “深蓝 ”战胜 加 里 : 卡 斯 帕 罗 夫 胖 日 ,法 国 《 解 
放 报 》 的 头 版 标题 就 是 :“ 人 类 没戏 了 吗 ? ”在 国际 象棋 中 ， 今 天 的 计 
算 机 能 打败 最 优秀 的 人 类 选手 ， 这 种 潮流 似乎 已 不 可 道 转 。 机 需 的 优越 
性 也 体现 在 众多 策略 性 博弈 上 。 实 际 上 ， 计 算 机 已 经 能 计算 出 英国 跳棋 
的 最 优 策略 了 ， 计 算 机 在 这 方面 已 经 不 可 战胜 ; 而 在 国际 象棋 上 ， 计 算 
机 仍然 做 不 到 这 一 点 ， 虽 然 程 序 下 得 已 经 不 错 ， 但 还 有 改进 的 余地 ( 见 
第 5 章 )。 对 于 久 攻 不 下 的 围棋 ， 计 算 机 在 2016 年 也 已 经 达到 最 优秀 人 
类 选手 的 水 平 。 

更 令 人 意外 的 是 , IBM 开发 的 Watson 系统 于 2011 年 在 《危险 边缘 》 
( Jeopardy! ) 游戏 中 战胜 了 人 类 。 这 是 一 个 问答 游戏 ， 本 质 上 不 是 组 合 游 
戏 而 是 语言 迹 题 。 人 们 本 以 为 这 需要 机 器 尚 不 能 掌握 的 常识 和 智能 ， 但 
事实 证 明了 ， 人 工 智能 甚至 在 人 们 本 以 为 它 无 法 突破 的 领域 ， 也 有 了 长 
足 进步 .当然 ,Watson 系统 拥有 能 瞬间 查阅 庞大 规模 信息 的 15 TB 数据 库 ， 
这 在 其 中 做 出 了 巨大 贡献 。 如 果 说 Watson 系统 赢得 了 比赛 ， 那 么 这 正 是 
为 它 用 到 了 自然 语言 处 理 中 的 众多 算法 ， 这 些 算法 与 人 类 的 思想 方法 
相去 甚 远 。 与 国际 象棋 的 情况 一 样 ， 机 器 说 了 ,但 并 非 通 过 模仿 。 

在 用 二 元 逻辑 似乎 难以 解决 的 其 他 问题 上 ， 计 算 机 也 取得 了 一 定 进 
展 。 比 如 ， 在 解答 纵横 字谜 中 ，Dr Fill 程序 的 表现 已 经 接近 最 优秀 的 人 
类 选手 。 自 动 驾 驶 的 进步 如 此 迅速 ， 以 至 于 美国 某 些 州 已 经 批准 某 些 自 
动 芍 驶 系统 在 路 上 与 其 他 车 辆 一 起 行驶 ， 条件 是 需要 一 名 可 以 随时 接管 
方向 盘 的 人 类 从 劳 监视 。 

然而 ， 统 筹 、 利 用 人 类 智能 的 新 方法 也 取得 了 惊人 结果 ， 甚 至 是 意 
想不到 的 反 转 ! 有 些 问 题 的 本 质 是 组 合 ， 这 似乎 决定 了 机 器 在 这 些 问题 
上 必然 能 战胜 人 类 ， 但 人 类 探索 出 的 解答 竟然 比 在 最 强大 的 计算 机 系统 
上 运行 的 最 完善 的 算法 得 到 的 结果 还 要 好 。 
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只 要 将 问题 转化 成 适当 的 形式 ， 人 类 大 脑 在 某 些 情况 下 是 比 计算 
机 更 好 的 “计算 机 ”。 为 了 让 人 类 用 于 玩乐 的 智能 开花 结果 ， 以 游戏 的 
形式 展示 问题 必 不 可 少 ， 此 外 ， 还 需要 复杂 的 计算 机 图 像 界面 。 这 似乎 
暗示 了 其 实 是 计算 机 和 人 类 联合 解决 了 问题 ， 但 这 么 分 析 并 不 公正 ， 
为 计算 机 只 是 “仆人 ”， 人 负责 展示 数据 、 执 行人 类 玩家 提出 的 操作 命令 、 
衡量 玩家 是 否 回答 案 迈 进 或 已 经 得 到 了 解答 一 一 所 有 决定 都 是 由 人 类 玩 
家 做 出 的 。 


Lel “星系 动物 园 ” 里 的 青蛙 





























哈 动 天 文 望远镜 收集 到 的 数据 过 于 庞大 ， 天 文学 家 无 法 处 理 ， 并 且 过 于 复 
杂 ， 人 们 还 做 不 到 用 算法 将 星系 分 类 。 要 进行 必要 的 分 类 工作 ， 并 将 结果 转化 
成 研究 者 所 需要 的 重要 科学 数据 ,只 能 信 助 志 诛 者 的 稍 芒 , 这 束 是 “星系 动物 园 ” 
( Galaxy Zoo ) 项 目 。 在 这 个 有 关 数 百 万 星系 的 数据 挖掘 工作 中 ， 一 位 名 为 哈尼 
(Hanny ) 的 荷兰 网 友 发 现 了 一 个 奇怪 的 天 体 〈 见 下 图 )。 这 个 天 体 在 图 中 以 绿色 
( 伪 彩 色 ) 表示 ， 被 命名 为 “哈尼 天 体 ”(〈 Hanny’”s Voorwerp )， 它 引发 了 天 文学 
家 的 种 种 猜想 和 推测 。 
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PHA, C, T, G 四 个 字母 组 成 的 序列 ， 就 能 确定 组 成 这 个 和 蛋白质 的 氮 
基 酸 序列 ， 以 及 重 白质 在 三 维 空间 中 的 折 羞 方式。 这 样 的 空间 形态 决定 
了 有 蛋白质 分 子 中 的 活性 部 分 ， 以 及 它 如 何 与 其 他 分 子 相 互 作 用 。 对 于 生 
物 学 家 来 说 ， 了 解 这 种 折 麦 是 必 不 可 少 的 。 折 麦 可 以 被 粗略 看 成 一 个 能 
量 最 小 化 的 问题 ,但 其 中 的 自由 度 相 当 大 ( 数 十 个 维度 ， 有 了 时候 甚至 更 
多 )， 要 找到 正确 的 折 肢 方式 极其 困难 。 在 今天 ， 即 使 是 专用 的 计算 机 
程序 ， 在 这 个 方面 表现 得 也 相当 一 般 。 

美国 华盛顿 大 学 的 游戏 科学 中 心 和 生物 化 学 系 共 同 开 发 了 一 个 名 为 
Foldit ( 意 为 “把 它 折 起 来 ”) 的 在 线 交 互 软件 ， 你 可 以 从 http://fold.it/ 
portal/ 这 个 地 址 上 轻松 下 载 。 这 个 软件 提出 了 有 关 折 锥 的 谜 题 。 在 软件 
中 ， 屏 幕 上 会 显示 一 个 三 维 空间 中 的 分 子 ， 玩 家 可 以 转动 这 个 分 子 ， 仔 
细 研 究 各 个 部 分 ， 还 能 操纵 不 同 的 组 件 ， 这 都 是 为 了 尽 可 能 试 着 将 蛋白 
质 折 羞 起 来 。 各 种 不 同 的 信息 会 引导 玩家 ， 其 中 当然 包括 能 量 的 值 ， 而 
玩家 需要 将 这 个 值 最 小 化 。 玩 家 可 以 撤销 操作 、 随 机 扰动 整个 分 子 、 固 
定 某 些 部 分 ， 等 等 。 磁 磁 运 气 ， 不 一 定 需 要 生物 化 学 的 知识 ， 重 要 的 是 
通过 入 门 训 练 和 发 现 来 学 习 。 玩 家 的 目标 是 优化 已 知 最 好 的 折 麦 方式 的 
能 量 。 

Foldit 程序 从 2008 年 就 开始 运作 ， 截 至 2017 年 已 经 有 300 000 位 
注册 玩家 。 玩 家 们 找到 的 最 优秀 的 结构 会 被 该 领域 的 专家 记录 、 分 析 并 
测试 。 玩 家 为 了 得 到 好 成 绩 会 组 成 团队 。 最 高 分 的 列表 会 不 断 更 新 ， 而 
玩家 与 团队 之 间 各 式 各 样 的 竞赛 也 让 人 跃跃欲试 。 

2011 年 ， 一 个 名 为 Contenders 的 团队 给 出 了 某 种 逆转 录 病 毒 中 的 
一 种 蛋白酶 的 准确 结构 ， 这 种 病毒 会 使 恒 河 猴 产 生 类 似 艾滋 病 的 免疫 缺 
陷 。 这 个 问题 悬而未决 已 有 大 约 十 五 年 了 。Contenders 团队 的 解答 发 表 
在 了 《上 自然 -结构 与 分 子 生物 学 》 杂 志 上 。 在 论文 中 ， 这 个 团队 的 名 字 
与 其 他 为 Foldit 项 目 工 作 的 研究 人 员 并 列 ， 成 了 共同 作者 。 他 们 发 现 的 
这 个 折 蔷 方式 也 许 能 帮助 人 们 发 明 抵 抗 病 毒 的 新 方法 ， 用 于 抗击 人 类 艾 
IU. 
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玩家 每 时 每 刻 都 能 看 到 目前 显示 的 分 子 构 型 的 分 数 信 息 〈 与 需要 降低 的 能 
量 值 相关 )。 要 提高 这 个 分 数 ， 玩 家 可 以 选择 儿 种 不 同类 型 的 行动 ， 作 用 在 需要 
JrHEBJArX Db: 抓 住 并 移动 分 子 中 的 构成 原件 ; E bae. UBER ET 
分 子 ， 再 看 看 分 数 会 不 会 提高 ; 放置 一 些 弹 性 连接 或 者 把 它们 去 掉 ， 这 能 帮助 
玩家 更 好 地 控制 整个 结构 ， 等 等 。 玩 家 们 有 一 本 “配方 ”记事 本 ( 图 片 左 方 边 
沿 ): 每 个 “配方 ”部 是 一 连 串 预 完 定义 好 的 行动 ， 玩 家 们 部 认为 ,这些 配方 执 
行 起 来 相当 有 效 。 

玩家 和 玩 家 团队 折 车 这 些 分 子 的 方式 肖 弟 比 最 好 的 专用 算法 更 好 1 


660 lm 












































这 个 游戏 也 被 用 于 改变 重 日 质 自 里 ， 优 化 它们 执行 某 个 功能 的 效 
Z, 2012 年 1 月， 人们 就 这 样 完善 了 一 个 能 催化 所 请 “ 狄 尔 斯 -阿尔 
德 反 应 ”的 酶 ， 大 大 提高 了 酶 的 效 座 。 据 这 项 人 研究 工作 的 协调 者 塞 思 … 
库 珀 称 :“ 人 们 天 生 拥 有 人 处理 空间 思考 的 能 力 ， 而 计算 机 还 没有 。” 


m 发 现 算法 


最 近 ，Foldit 游戏 的 程序 变 得 更 完善 了 ,玩家 可 以 定义 一 般 性 折 鞋 
方法 ， 或 者 说 是 算法 ， 而 且 可 以 交换 、 复 制 和 改进 这 些 方 法 。 这 些 不 断 
演进 、 互 相 融和 争 的 “配方 ”之 间 相 互 作 用 ,产生 了 丰富 的 成 果 ， 读 来 
了 比 之 前 所 知 更 好 的 “配方 ”。 根 据 玩家 的 意见 ， 有 两 个 配方 特别 成 功 。 
人 们 注意 到 ， 这 两 个 方法 与 最 近 新 出 现 的 一 个 算法 非常 相似 ， 该 算法 是 
由 和 集 日 质 折 车 编程 专家 开发 的 ， 超 越 了 以 往 发 表 的 最 优秀 的 算法 。 
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Phylo 程序 将 遗传 序列 比 对 的 问题 转化 成 了 游戏 。 玩 家 笛 要 移动 染色 的 方 格 ， 
在 每 一 列 得 到 尽 可 能 多 的 同色 方 格 。 程 序 检验 了 大 量 的 比 对 问题 ， 确 定 了 不 少 
可 能 对 齐 得 更 好 的 区 域 。 然 后 ， 这 些 区 域 束 被 翻 幸 成 了 染色 文 题 。 

程序 向 参与 者 展示 了 这 些 现 有 的 问题 之 一 。 如 果 参 与 者 找到 了 更 好 的 比 对 
排列 ， 那 么 这 个 方法 驶 会 被 加 入 产生 这 个 谜 题 的 比 对 问题 中 。 大 量 的 比 对 方法 
怠 这 样 被 玩家 逐步 完善 , 就 像 Foldit 游戏 的 情况 一 样 , 玩家 通过 视 党 能 力 和 智慧 ， 
得 到 了 比 算法 更 优秀 的 结 
































LI NENN 





在 摘 述 这 一 发 现 的 论文 中 ， 作 者 总 绪 到 :“ 在 线 科 学 游戏 不 仅 能 解 
决 难题 ， 而 且 能 发 现 并 规范 地 摘 述 出 高 效 的 新 算法 。 

就 这 样 ， 玩 家 利用 他 们 与 生 俱 来 的 在 三 维 空间 中 操控 物体 的 能 力 和 
常识 ， 打 败 了 最 优秀 的 算法 ， 并 构想 出 了 新 算法 ， 其 复杂 性 和 效率 部 能 
与 专家 开发 的 算法 平分 秋色 。 当 然 ， 参 加 这 些 实验 的 玩家 为 数 从 多， 在 
参与 比赛 的 激情 右 挟 之 下 ， 有 些 人 为 此 花 了 大 量 时 间 、 精 力 和 创造 力 ， 
才 达 到 这 样 的 成 驶 。 

我 们 不 俊 想 到 ， 如 于 能 动员 更 多 的 人 参与 这 类 新 的 科学 游戏 ， 那 么 
全 球 玩家 整 日 玩 各 种 计算 机 游戏 所 花费 的 数 日 万 小 时 就 有 了 用 处 …… 美 
国 游 戏 科 学 中 心 的 领导 人 佐 兰 ， 波 波 维 奇 提出 了 一 个 大 胆 的 目标 :“ 我 
们 的 最 终 目 的 是 所 有 人 都 能 玩 这 些 洲 戏 ， 并 可 以 因此 获得 话 贝 尔 奖 。 

计算 生物 学 中 为 一 个 相当 困难 的 问题 ,就 是 脱氧 核糖 核酸 ( DNA )、 
核糖 核酸 (RNA ) 或 集 日 质 的 生物 分 子 序 列 的 多 重 比 对 问题 。 针 对 给 定 
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序列 ， 我 们 硕 望 找到 一 种 排列 方法 ， 将 它们 从 上 到 下 排列 起 来 ， 显 示 出 
相似 的 区 域 ， 并 将 相似 区 域 尽 量 对 齐 排 好 。 利 用 一 些 计算 机 程序 ， 可 以 
最 大 化 序列 之 间 相 同 的 地 方 。 这 时 可 以 引入 空洞 (序列 不 连续 的 地 方 )。 
最 终结 果 表 示 为 用 以 下 方法 打分 的 排列 表格 : (一 ) 两 个 序列 在 同一 位 
置 的 元 素 相同 ， 计 1 分 ; (二 ) 在 某 个 位 置 ， 两 个 序列 有 分 上 层 ， 从 排列 
表格 中 扣 1 分 ;( 三 ) 引入 空洞 扣 5 分 , 拉 长 一 个 已 存在 的 空洞 再 扣 1 7 

在 定 下 规则 之 后 ， 计 算 最 优 比 对 就 只 是 例行公事 了 。 只 要 尝试 所 有 
可 能 的 序列 比 对 (个 数 有 限 )， 然 后 给 它们 都 打分 ， 我 们 就 能 确定 哪 一 
个 排列 得 到 了 最 好 的 分 数 。 不 巧 的 是 ， 这 个 问题 说 起 来 简单 ， 但 解答 所 
用 的 计算 却 非常 “复杂 ”， 而 且 没 有 一 致 的 有 效 算 法 。 这 是 因为 它 属 于 
NP- 完全 问题 ， 对 于 这 类 问题 ， 没 有 人 知道 当 数据 量 增 加 时 ， 如 何在 合 
理 的 时 间 内 处 理 。 

序列 比 对 问题 在 确定 蛋白 质 功 能 和 系统 发 生 学 中 非常 重要 。 序 列 比 
对 可 以 用 来 确定 蛋白 质 的 活性 区 域 ， 这 些 区 域 在 演化 过 程 中 被 很 好 地 保 
留 了 下 来 ， 对 应 着 排列 表格 中 对 齐 得 很 好 的 部 分 。 当 我 们 发 现 重 白 质 A 
和 已 知 功能 的 蛋白质 B 同 源 时 ， 具 体 的 序列 比 对 就 能 指出 和 蛋白质 A 可 
能 具有 的 功能 。 





















































am 卡尔 波 夫 和 卡 斯 帕 罗 夫 打 败 了 群众 


尽管 正文 介绍 的 各 种 例子 说 明 ,“ 让 一 群 人 解决 一 个 对 于 个 人 来 说 过 于 困难 
的 任务 ”的 想法 通常 可 以 得 到 出 色 的 结果 ， 但 这 也 会 给 人 一 种 错觉 ， 认 为 “ 众 
包 方法 ”适合 解决 任何 问题 。 

当然 不 是 。1996 年 ， 在 互联 网 上 举行 的 一 场 比赛 中 ， 阿 纳 托 利 . 卡尔 波 
X O 打败 了 他 的 对 手 一 一 “世界 上 的 其 他 人 ”。 然 而 在 比赛 中 ， 其 对 手 的 每 一 步 
都 是 多 数 表决 得 出 的 ， 于 是 ， 有 些 水 平 较 差 的 棋 手 会 投票 给 坏 着 法 。 

1999 年 组 织 的 加 里 : 卡 斯 帕 罗 夫 对 战 “50 000 位 优秀 棋 手 ”的 比赛 难度 更 
大 ， 而 且 ， 这 又 一 次 证 明了 ， 和 群体 在 某 些 情况 下 仍 有 可 能 被 单一 个 体 打败 。 来 自 
75 个 国家 的 50 000 位 棋 手 ， 由 4 位 包括 艾 蒂 安 .巴克 洛 ” 在 内 的 专业 棋 手 指导 。 




















O 卡尔 波 夫 是 俄罗斯 国际 象棋 大 师 ， 曾 获 世 界 国际 象棋 冠军 头衔 。 一 一 译 考 注 
D 艾 带 安 . 巴 克 洛 是 法 国 国际 象棋 棋 手 ， 拥 有 国际 象棋 特级 大 师 的 头衔 ， 而 且 获 得 头 
衔 时 年 仅 14 岁 2 个 月 ， 打 破 了 当时 的 纪录 。 译 者 注 
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大 家 布 望 团结 一 致 ， 与 卡 斯 由 罗 夫 来 一 场 精 彩 的 对 局 ， 但 卡 斯 由 罗 夫 在 你 来 我 往 
的 62 个 回合 之 后 , 就 赢得 了 比赛 “。 难 道 因为 计算 机 “深蓝 ”在 国际 象棋 上 战胜 
了 卡 斯 帕 罗 夫 ， 而 卡 斯 帆 罗 夫 又 打败 了 众人 人， 我们 就 能 下 此 结论 :“ 深 蓝 ” 或 其 
后 继 者 也 必然 能 打败 众人 ? 

在 2012 年 7 月 ， 卡尔 波 夫 又 与 众 
人 对 战 一 局 ， 后 者 仍然 根据 多 数 人 的 表 
决 结果 出 招 ， 在 37 回合 后 ， 卡 尔 波 夫 
就 获得 了 胜利 >。 

无 论 是 国际 象棋 还 是 科学 ， 它 们 都 
不 “民主 ”"， 并 非 多 数 人 支持 就 会 胜利 。 
有 时 候 在 科学 中 ， 创 新 者 必须 反对 所 有 
人 都 习惯 的 想法 ， 这 是 有 道理 的 。 




















多 重 序列 比 对 的 第 二 个 用 处 与 物种 杀 绿 关系 的 研究 有 关 : 哪些 物种 
之 间 有 着 共同 的 近 缘 祖先 ?这 些 祖先 物种 在 进化 树 ( 相当 于 家 谱 树 ) 上 
又 处 于 什么 位 置 ? 同一 系列 蛋白质 的 组 成 部 分 之 间 的 多 重 序列 比 对 ， 可 
以 帮助 我 们 计算 重 白质 之 间 最 有 可 能 的 系统 发 生 树 ， 而 这 棵 树 也 关系 到 
包含 这 些 和 蛋白 质 的 物种 。 序 列 比 对 越 精确 ， 得 分 越 高 ， 用 这 种 方法 重新 
构建 的 系统 发 生 树 就 越 可 靠 。 研 究 人 员 利 用 、 完 善 、 改 进 并 共享 了 各 种 
算法 ， 就 是 为 了 计算 多 重 序列 比 对 ， 从 中 推断 系统 发 生 树 。 

加 拿 大 麦 吉尔 大 学 生物 信息 学 中 心 的 亚历山大 克 莱 寇 和 他 的 同事 
受到 Foldit 游戏 启发 ， 开 发 了 一 个 名 为 Phylo 的 交互 软件 (https://phylo. 
cs.mcgill.ca )， 它 将 多 重 序 列 比 对 的 问题 转化 成 游戏 ， 提 供给 所 有 人 。 
即使 没有 任何 生物 学 知识 ， 人 们 也 可 以 在 其 中 寻找 最 优 的 对 齐 方法 。 在 
游戏 中 , 屏幕 上 会 显示 彩色 的 排列 表格 , 玩家 可 以 摆弄 表格 中 的 小 方块 ， 
来 寻找 对 齐 序列 的 方法 。 在 每 次 移动 小 方块 之 后 ， 程 序 都 会 告知 目前 显 
示 的 排列 表格 的 分 数 ， 也 就 是 需要 提高 的 分 数 ， 所 以 玩家 没 必要 知道 它 
们 代表 什么 。 


























(D www.chessgames.com/perl/chessgame?gid-1252350 
(2 www.europe-echecs.com/art/partie-majoritaire-contre-karpov-fin-de-la-partie-majoritaire- 
de-karpov-4421 html 
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Phylo 比 Foldit 更 容易 上 手 ， 而 且 也 有 很 大 的 用 途 。 在 为 玩家 提出 
的 比 对 问题 中 ， 序 列 长 度 是 有 限 的 ， 这 是 为 了 适应 人 类 的 眼睛 。 如 果 问 
玩家 提出 的 问题 被 解决 了 ， 并 得 到 了 比 目 前 已 知 的 序列 比 对 ( 用 一 个 高 
速算 法 计算 出 来 ， 得 出 的 排列 质量 一 般 ) 更 好 的 分 数 ， 那 么 玩家 的 解答 
将 取代 数据 库 中 的 原 纪录 。 

这 个 游戏 的 组 织 者 表示 ， 在 问 玩 家 提交 的 序列 中 ，70% 都 得 到 了 改 
善 ， 之 前 的 序列 比 对 被 人 类 玩家 的 结果 所 取代 。 在 运行 6 个 月 之 后 ， 这 
个 游戏 吸引 了 超过 12 000 位 网 友 ， 产 出 了 超过 300 000 条 不 同 的 序列 比 
对 。 正 如 麦 吉 尔 大 学 的 研究 人 员 所 说 的 那样 ， 这 再 次 证 明了 线 上 玩家 的 
视觉 才能 超过 了 已 知 的 算法 。 





























B 大 有 可 为 的 万 法 ? 


Phylo 程序 的 使 用 是 免费 的 。 如 果 生 物 学 家 希望 利用 它 来 改进 工作 
中 重要 的 序列 比 对 ， 也 可 以 轻松 地 使 用 这 个 平台 。 只 需 将 有 待 改 进 的 序 
列 比 对 按照 一 定格 式 发 送 到 一 个 电子 邮箱 地 址 ， 然 后 排列 表格 就 会 自动 
转换 成 图 形 游戏 ;如 果 玩 家 改进 了 初始 的 序列 比 对 ， 那 么 得 到 的 图 形 解 
答 就 会 被 重新 翻译 成 生物 学 家 使 用 的 记号 ， 然 后 插入 到 整个 序列 比 对 中 
对 应 的 位 置 ， 同 时 会 发 还 给 最 初 发 出 请 求 的 研究 人 员 。 

Foldit 和 Phylo 仪 能 暂时 提供 好 处 吗 ” 它 们 能 让 人 类 在 长 远 的 未 来 
仍 可 以 打败 机 需 吗 ? 

只 要 人 们 能 更 深入 地 理解 问题 ,或 者 分 析 并 复制 人 类 大 脑 的 运作 方 
式 ， 又 或 者 实现 足够 高 的 计算 能 力 ， 人 类 的 才能 在 面 对 机 帮 时 就 会 变 得 
不 值 一 提 ， 就 像 国际 象棋 的 故事 那样 一 一 这 样 的 想法 似乎 不 无 道理 。 如 
此 一 来 ，Foldit 和 Phylo 也 将 没什么 意义 了 。 

但 反 过 来 可 以 说 ， 视 觉 皮 层 中 的 神经 网 络 经 过 数 千 万 甚至 上 亿 年 的 
进化 ,得 到 了 非常 精细 的 优化 ,因此 ,这 些 神经 网 络 的 运作 方式 无 比 精妙 ， 
人 们 在 相当 长 的 时 间 内 无 法 理解 。 换 句 话 说 ,我们 在 短期 内 都 不 会 知道 
如 何在 硅 片 上 将 这 些 机 制 写 成 程序 。 进 一 步 说 ,我 们 甚至 可 以 想象 这 样 
的 情形 ， 详 细 理 解 大 脑 或 者 其 中 某 些 部 分 的 运转 也 许 是 不 可 能 的 ， 因 为 
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要 理解 它们 就 必须 对 其 深入 探查 ， 也 就 是 要 将 其 破坏 …… 正 因 如 此 ， 目 
前 还 没有 办 法 断言 Foldit 和 Phylo 的 前 景 将 会 如 何 。 

将 现实 中 的 科学 难题 转化 为 游戏 ， 这 个 主意 非常 妙 。 这 种 想法 最 近 
才 实 行 ， 但 很 早 之 前 就 有 了 端倪 。 人 研究 团队 可 以 请 求 外 界 的 帮助 ， 完 成 
需要 耗费 太 多 时 间或 精力 ， 仪 靠 目 己 无 法 实现 的 工作 一 一 这 就 是 “星系 
动物 园 项 目 ” 的 由 来 。 





B 数 百 万 个 星系 


想 了 解 星系 的 形成 和 演化 ， 必 须根 据 其 形态 加 以 分 类 ， 得 到 大 量 的 
样本 。 星 系 可 以 被 粗略 区 分 为 旋涡 星系 和 球状 星系 。 给 定 一 幅 星 系 图 ， 
专家 能 迅速 指出 星系 的 类 型 ， 不 费 吹 灰 之 力 就 可 以 对 数 百 个 星系 进行 分 
类 。 难 题 在 于 ， 研 究 人 员 和 硕 望 考虑 的 星系 数目 要 数 以 百 万 计 ， 因 为 对 他 
们 来 说 , 得 到 尽 可 能 全 面 的 分 类 是 相当 重要 的 。 在 网 上 志愿 者 的 帮助 下 ， 
“星系 动物 园 ” 项 目 (www.zooniverse.org ) 的 第 一 个 版 本 完成 了 对 100 
万 个 星系 的 分 类 。 其 间 用 到 的 图 像 来 目 安 朔 在 美国 新 墨西哥 州 阿 由 契 点 
天 文 台 里 的 一 台数 码 相机 。 如 果 没 有 8 万 名 志愿 者 的 努力 ， 科 学 家 们 就 
不 可 能 描绘 用 哈 动 太空 望远镜 观察 到 的 6000 万 个 星系 各 目的 特点 。 


为 外 ， 在 这 些 观 察 和 分 类 工作 中 ， 一 位 叫 作 哈尼 : 范 阿 尔 宕 的 网 友 
发 现 了 一 个 奇怪 的 天 体 。 该 天 体 被 命名 为 哈尼 天 体 ， 它 相当 神秘 ， 引 发 
了 专家 们 的 讨论 和 猜测 。 这 再 次 证 明 了， 我 们 应 当 用 人 工 彻 瓜 地 检验 日 
前 可 用 的 天 文 数据 ， 即 使 它们 的 数量 是 个 天 文 数 字 ……: 

如 条 说 ， 人 类 智能 有 时 在 计算 或 分 类 上 比 机 厅 做 得 更 好 ， 那 是 因为 
问题 的 阐释 和 展示 做 得 好 : 信 助 在 线 交 互 软件 ， 探 求 答案 变 成 一 件 有 趣 而 
和 何 单 的 事情 。 这 多 亏 了 目前 的 台式 计算 机 的 图 像 性 已 经 达到 了 极 高 水 平 。 

这 些 方法 获得 成 功 的 妨 一 个 原因 束 是 信息 网 络 和 即时 通信 拉 术 的 
发 展 ， 这 些 拉 术 将 项 目 组 织 者 和 分 散在 世界 各 个 角落 的 众多 六 在 玩家 
连接 起 来 。 有 了 这 些 技术 ， 大 批 玩家 才 会 来 碰 碰 运 气 ， 完 成 不 可 取代 
的 工作 。 其 中 的 核心 想法 就 是 ， 将 科研 人 员 不 知道 怎么 用 计算 机 解决 、 
单 人 又 几乎 无 法 完成 的 任务 分 给 “群众 ”。 在 这 些 例子 中 ， 人 类 智能 
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之 所 以 能 打败 计算 机 ， 是 因为 有 许多 人 一 同 协调 参与 。 将 自己 无 法 解 
决 或 无 法 用 机 需 解 决 的 问题 交 给 众人 ， 这 个 想法 并 不 新 鲜 。2006 年 ， 
《 连 线 》( Wired ) 杂志 的 编辑 杰 夫 ' 紧 将 之 命名 为 “群众 外 包 ”( 或 者 
“ 众 包 ”， 意 为 “ 问 群 众 外 包工 作 ” 或 “大 规模 的 计算 分 发 "”)。 这 种 方 
法 在 科学 领域 之 外 也 有 不 少 实践 采 例 。 有 一 个 叫 reCAPTCHA 程序 格 
外 惊人 ， 在 这 个 系统 中 ， 众 多 网 友 其 至 在 不 知 不 觉 中 就 参与 了 验证 书 
籍 数字 化 结果 的 工作 。 











EM reCAPTCHA 服 务 





有 某 些 网 站 会 要 求 用 户 输入 几 个 变形 符号 组 成 的 字符 串 ， 目 的 是 防止 某 些 
程序 代 蔡 真人 进行 操作 ， 比 如 大 量 注 册 电 子 邮 件 账 号 。 这 些 测试 假设 只 有 人 类 
才能 将 图 中 的 符号 正确 地 转 写 出 来 ， 以 便 将 人 类 和 机 器 区 分 开 来 一 一 这 就 是 
阿兰 ' 图 灵 在 1950 年 提出 的 概念 。 这 种 测试 叫 作 CAPTCHA， 这 是 英语 
Completely Automated Public Turing Test to Tell Computers and Humans Apart ( 全 
目 动 区 分 计算 机 和 人 类 的 公开 图 灵 测 试 ) 的 缩写 。 

有 一 个 项 目 使 用 CAPTCHA 进行 大 规模 “ 众 包 计算 "”， 它 已 经 投入 运行 好 
儿 年 了 。 这 个 项 目 名 为 reCAPTCHA， 它 向 登录 验证 的 用 户 提 出 的 要 求 不 止 是 
阅读 一 次 模糊 的 字母 ， 而 是 两 次 。 第 一 个 短语 用 来 测试 是 不 是 在 跟 人 类 打交道 ， 
第 二 个 短语 是 来 目 某 个 文档 的 图 像 一 一 这 是 reCAPTCHA 的 管理 人 员 和 而 望 数字 
化 的 文档 ， 而 目 动 文字 识别 算法 认为 这 段 文档 难以 判断 ， 或 根本 不 清楚 。 用 户 
的 第 二 个 解答 能 用 于 将 这 一 处 无 法 理解 的 请 段 数 字 化 ， 这 项 工作 可 以 由 另 一 位 
用 户 独 立 验 证 ， 让 结 
更 为 可 徘 。 目 动 数字 化 
方法 难以 解决 的 文档 就 
这 样 店 处 理 好 了 。 这 个 
系统 被 《纽约 时 报 》 用 
于 文档 管理 。 
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B 当 和 群众 都 来 计算 时 


提 到 “ 众 包 "， 有 些 人 注意 到 ， 这 个 想法 的 应 用 可 以 追溯 到 计算 机 
还 不 存在 的 年 代 。 诞 生 于 19 世纪 中 叶 的 《牛津 秽语 词典 》 束 借助 了 800 
位 志愿 者 的 力量 ， 他 们 抄写 了 书 中 的 段落 ， 给 编辑 者 提供 了 大 量 的 准确 
引用 ， 以 及 关于 各 个 单词 在 英语 中 的 用 法 与 意义 的 可 靠 信息 。 维 基 百 科 
当然 也 采用 了 某 种 形式 的 众 包 ， 尽 管 只 有 那些 有 意愿 的 人 才 会 在 上 面 写 
E, 但 其 可 靠 性 与 其 他 百科 全 书 相 距 不 远 ， 而 它 提 供 的 条 上 日 数量 却 远 大 
于 由 专家 编写 的 最 大 的 百科 全 书 。 

然而 我 们 也 要 注意 ， 将 任务 分 给 数量 庞大 的 人 群 ， 其 结果 不 一 定 优 
于 一 个 能 力 出 众 的 人 单打 独 斗 得 到 的 结 

众 包 失败 最 戏剧 化 的 例子 是 于 1999 年 举办 的 一 场 卡 斯 由 罗 夫 对 阵 
全 世界 棋 手 的 比赛 ,来 自 75 个 国家 的 50 000 人 参加 了 这 场 比赛 。 在 这 
场 共 62 回合 、 每 回合 历时 两 天 时 间 的 比赛 中 ， 卡 斯 帕 罗 夫 一 人 对 抗 全 
世界 国际 象棋 棋 手 组 成 的 群体 。 尽 管 组 织 方式 让 优秀 棋 手 在 集体 决定 下 
- 步 着 法 时 所 提出 的 意见 拥有 更 重 的 分 量 ， 但 卡 斯 由 罗 夫 还 是 赢 了 。 

这 一 对 战 被 视 为 国际 象棋 历史 上 最 重要 、 内 容 最 丰富 的 比赛 之 一 。 
之 后 ,一 份 200 页 的 评论 问 寺 ,分 析 比 赛 中 出 现 的 众多 绒 新 着 法 和 奥妙 
之 处 。 但 无 论 如 何 ， 大 众 还 是 输 了 ! 
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@ 图 灵 新 知 


得 如 何在 玩 扑 克 时 立 于 不 败 之 地 ? 

QB 如 何 总 能 掷 出 自己 想 要 的 珊 子 点 数 ? 
Q 如 何 揭穿 赌场 里 的 小 把 戏 ? 

人 类 有 没有 希望 打败 人 工 智 能 棋 手 ? 
Ya 如 何 自 己 设计 花样 百出 的 折纸 造型 ? 

















Wis. 我 们 继续 玩 ! 
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